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s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✐t❤❡r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ♦r ♦♥
❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝♦♠✲
✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜✉t ❛❧s♦ ❢r♦♠ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✐✈❡r ❜❛s✐♥✱ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ◗✉❛♥t✐❢②✐♥❣
t❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡r t♦ ❜❡tt❡r ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞
❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ t♦♦❧ ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❯♥❝❡rt❛✐♥t②
❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❡①✐st✐♥❣ r❛✐♥❢❛❧❧✲r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
✭▼❈✮✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡q✉✐r❡s ❛ ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳
■♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❇❛②❡s✐❛♥
♥❡t✇♦r❦s ✭❇◆s✮✳ ❇◆s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛r❝s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② s✉❣❣❡sts t♦ ❜✉✐❧❞
t❤❡ ❘❇s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣
❜♦t❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ■t ✐s✱ t❤✉s✱ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❛❜❧❡s
✭♣❛r❛♠❡t❡rs✮✱ ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✱ ❡①✐st✐♥❣ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦r
❡①♣❡rt ♦♣✐♥✐♦♥✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡✐r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❇◆ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❛♣✐❞❧② ♣r♦♣✲
❛❣❛t❡✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡✐r
❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉t ✭❡✳❣✳ r✐✈❡r✢♦✇✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ❛r❡ t❡st❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst
❝❛s❡ st✉❞② ✐s t❤❡ ❙❛❧❛t r✐✈❡r ❜❛s✐♥✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦✉t❤✲✇❡st ♦❢ ❋r❛♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❇◆
✐s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❛t ✸ ❤②❞r♦♠❡tr✐❝ st❛t✐♦♥s ❧♦❝❛t❡❞ ✉♣str❡❛♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇❡❞ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t✳ ❯s❡❞ ✐♥ ❛ r❡✈❡rs❡ ✇❛②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇❡❞
❛❧s♦ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❛t ❛♥ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥
❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❜❛❝❦ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ st❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
❝❛s❡ st✉❞② ✐s t❤❡ ❙❛❣❡❧✈❛ ❜❛s✐♥✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ◆♦r✇❛②✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❇◆ ✐s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♥♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭❙❲❊✮ ❣✐✈❡♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢
✇❡❛t❤❡r ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t
✉s❡❞ t♦ tr❛✐♥ t❤❡ ❇◆ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r
❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ❇◆✲♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s
✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t❡❞ ❇◆ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s
✇✐t❤♦✉t ❛♥② ▼❈✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s✱
✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❇◆s ❛r❡ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❞❡❝✐s✐♦♥✲s✉♣♣♦rt t♦♦❧ ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳
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✸✳✶✶ ❙♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❛s✐♥
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✸✳✶✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✹✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ r♦✉t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ✇❛t❡rs❤❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
①✐✈ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
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✹✳✸ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✐♦♥s
♦❢ ❙❛❧❛t✳ ✭❛✮ ❍♦✉r❧② str❡❛♠✢♦✇ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✺
t♦ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✼✳ ✭❜✮ ❩♦♦♠ ♦♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ❏✉♥❡ ✶✵t❤ t♦ ❏✉♥❡
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✹✳✹ ❋❧♦✇ t✐♠❡ tr❛♥s❢❡r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ q = 0.1m3/s/km2
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✹✳✺ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ❜❡t✇❡❡♥ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❧❡t
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✹✳✻ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤②❞r♦❣r❛♣❤✐❝
♥❡t✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✹✳✼ ❆ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ❘♦q✉❡❢♦rt st❛✲
t✐♦♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ st❛✲
t✐♦♥s✳ ✭❛✮ ❈♦♠♣✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡♥t❡r❡❞ ✉♣str❡❛♠
✭❜✮ ▼♦❞❡❧ st❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✢♦✇s ♦❢
t❤❡ ✸ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥s✳ ●r❡② ❜♦①❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✭♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s✮ ✇❡r❡ ❡♥t❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡s❀ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡s t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦❞❡
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✹✳✽ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❘♦q✉❡❢♦rt st❛t✐♦♥ t♦ ✜♥❞✐♥❣s ❛t ✉♣str❡❛♠ ♥♦❞❡s ✉s✐♥❣
✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ◆❡t✐❝❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✹✳✾ ✭❛✮ ❖❜s❡r✈❡❞ ✭❜❧✉❡ ❞♦ts✮✱ Qmean ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♠❡❛♥ ❤②❞r♦✲
❣r❛♣❤s ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ❛t t❤❡ ❘♦q✉❡❢♦rt st❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t❡r✈❛❧ ❡st✐♠❛t❡❞ (Q80 − Q20✱ ❜❧❛❝❦ r❛♥❣❡✮ ✭❜✮
❩♦♦♠ ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡s 1480 t♦ 1580 ✭❝✮ ❩♦♦♠ ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡s 9540 t♦ 9720✳ ✼✵
✹✳✶✵ ❖❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❛t ❘♦q✉❡❢♦rt ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❇◆✲s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s✲
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✹✳✶✶ ❖❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❛t ❙❛✐♥t✲▲✐③✐❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❇◆✲r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
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✺✳✷ ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✐♦♥ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠
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✺✳✸ ❉❛✐❧② ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ st❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✶✾✽✸
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✺✳✹ ❉❛✐❧② ❛✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ st❛t✐♦♥ ❢r♦♠
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✺✳✺ ❉❛✐❧② ♠❛✐♥ s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s r❡❣✐st❡r❡❞ ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ st❛t✐♦♥
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✺✳✻ ❉❛✐❧② ❙❲❊ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ s♥♦✇ ♣✐❧❧♦✇s ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥
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▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ①✈
✺✳✼ ❉❛✐❧② ♠❡❛s✉r❡❞ s♥♦✇ ♠❡❧t ✉s✐♥❣ ❛ s♥♦✇ ♠❡❧t ❣❛✉❣❡ ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥
♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✐♦♥ st❛t✐♦♥ ✭❛✮ r❛✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ s♥♦✇ ♠❡❧t ✭❜✮
❝♦rr❡❝t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ s♥♦✇ ♠❡❧t ✉s✐♥❣ SWE✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✺✳✽ ❇◆ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥
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✺✳✾ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✱ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ ✺✳✷ ❛♥❞
tr❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡
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✺✳✶✵ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ SWE ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇ s❡❛s♦♥
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✺✳✶✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ SWE ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇ s❡❛s♦♥
✶✾✽✽✴✶✾✽✾✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✺✳✶✷ ❖r✐❡♥t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇◆ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲
✐♥❞❡① s♥♦✇ ♠❡❧t ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✺✳✶✸ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ❉✷✵ ♦❢ t❤❡ ❇◆ ♠♦❞❡❧ ❛❢t❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐ts ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ counting learning ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ◆❡t✐❝❛
s♦❢t✇❛r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✺✳✶✹ ❉❛✐❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ SWE ❛t ▼t ❍♦♦❞ ✜❡❧❞ s✐t❡✳ ✾✶
✺✳✶✺ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❉▼✳ ❆♥ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢Mf = 1.4 mm/d/C◦
✐s ❢♦✉♥❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✺✳✶✻ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Mf ∼ N (1.4, 0.42) mm/d/C◦✳ ✳ ✾✸
✺✳✶✼ SWE ✉♥❝❡rt❛✐♥t② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
●❛✉ss✐❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rMf ✱ N (1.4, 0.42)✳ ❚❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞Q90 ❛♥❞ Q10✳ ✭❛✮
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞♦♥❡ ❜② ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❉▼ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✷✵ ✵✵✵ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Mf
❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❢r♦♠ N (1.4, 0.42)✳ ✭❜✮ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
✉s✐♥❣ ❇◆ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ D20✳ ✭❝✮ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t② ✉s✐♥❣ ❇◆♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥D100 ❬❇♦✉t❦❤❛♠♦✉✐♥❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪✳ ✾✺
✻✳✶ ❖❜s❡r✈❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ st❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❖❝t♦❜❡r
✶✾✽✸ t♦ ▼❛② ✶✾✽✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✻✳✷ ❋✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ✉s✐♥❣ ❛ 6 t❡r♠s
♠✉❧t✐✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✼✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❛❜❧❡ ♦❢ ❘♦q✉❡❢♦rt ♥♦❞❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐s✲
❝❤❛r❣❡ ❞❛t❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s
✶✳✶ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❬▼❛t♦tt ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳ ✼
✷✳✶ Pr✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ X1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✷✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❛❜❧❡ P (X3/X1, X2✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦❞❡
X3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✷✳✸ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✷✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ t✇♦✲❝❧❛ss❡s ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✸✳✶ P♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞❡❧ ♥♦❞❡s✳ [L] ❛♥❞ [T ] ❞❡♥♦t❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✸✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❛✐❧② ❞❛t❛ r❡❝♦r❞s ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ st❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✸✳✸ ■❞❡♥t✐✜❡❞ ❦❡② ❞②♥❛♠✐❝ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❇◆ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞❡❧ ❞✐s♣❧❛②❡❞
✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✸✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
✉s✐♥❣ ▼❈✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✹✳✶ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❇◆✲❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡
✈❛❧✉❡s ❛t ❘♦q✉❡❢♦rt✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ❛r❡
s❤♦✇❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✺✳✶ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❡r✐♦❞s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ s♥♦✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✺✳✷ ❙❡tt✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✳ ✳ ✽✷
✺✳✸ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥
st❛t✐♦♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✺✳✹ ❱❛r✐❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ❇◆ ♠♦❞❡❧ ♥♦❞❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷ ❛♥❞ t❤❡✐r t✇♦ ❞✐s✲
❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❡ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✺✳✺ ▼✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ P ✱Ta ❛♥❞ SWE✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✻✳✶ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ✇✐t❤ ❛ ✻ t❡r♠s ♠✉❧t✐✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ✶✵✸
✼✳✶ ❚❤❡ s❡❛s♦♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥
st❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ st❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✾✽✸ t♦ ✶✾✾✹✳ ❚❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ♣r❡❝✐♣✲
✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✼✳✷ ❉❡t❛✐❧❡❞ st❛t✐st✐❝s ♦♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡s r❡❝♦r❞❡❞ ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥
st❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✽✸ ❛♥❞ ✶✾✾✹✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✼✳✸ SWE ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ st❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✽✸ ❛♥❞ ✶✾✾✹✳ ✶✶✹
✼✳✹ ❉❛t❛ ✉s❡❞ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ SWE ❛t ❙✈❛rt✲
t❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥✳ ❊❛❝❤ ❝❛s❡ ✭r❛✇✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞❛✐❧② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
P ✱ Ta✱ Ra✱ Sm✱ SWE0 ❛♥❞ SWE✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

❈❤❛♣t❡r ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✶✳✶ ❋❧♦♦❞✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡s
❚❤r♦✉❣❤♦✉t ❤✐st♦r②✱ ❤✉♠❛♥s ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡✐r ❤♦♠❡s✱ ✈✐❧❧❛❣❡s ❛♥❞ ❝✐t✐❡s ❛❧♦♥❣✲
s✐❞❡ t❤❡ r✐✈❡rs ❬❆❞❛♠s ✶✾✽✶❪✳ ❘✐✈❡rs ❛r❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✇❛t❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧✱
❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✐♥❞✉str②✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧s♦ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥s ❢♦r ✇❛st❡s ❞✐s✲
♣♦s❛❧✳ ❇❡s✐❞❡ t❤❡s❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✱ r✐✈❡rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ r✐s❦s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠
✢♦♦❞✐♥❣ ✐s ❛ ❜✐❣ ❝♦♥❝❡r♥✳ ❋❧♦♦❞✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ r✐✈❡r ❡①❝❡❡❞s
✐ts ❜❛♥❦s ❛♥❞ ♦✈❡r✢♦✇s t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛r❡❛s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛❧s♦ r✐✈❡r ✢♦♦❞♣❧❛✐♥s✳ ■♥ ♠❛♥②
❛r❡❛s✱ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♥❡❛r t❤❡ r✐✈❡rs ❛♥❞ str❡❛♠s ❤❛✈❡ r❡❞✉❝❡❞ t❤❡
♥❛t✉r❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ✢♦♦❞♣❧❛✐♥s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ✢♦♦❞ r✐s❦✳ ❈❧✐♠❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❧❛②s
❛❧s♦ ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ ✢♦♦❞✐♥❣✱ ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ ✢❛s❤ ✢♦♦❞s✳ ❈❧✐♠❛t❡ ❝❤❛♥❣❡
✐♥❝r❡❛s❡s ♥❛t✉r❛❧ ❞✐s❛st❡rs s✉❝❤ ❛s ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s✉❞✲
❞❡♥ ✢❛s❤ ✢♦♦❞s ❝❛✉s✐♥❣ ❞❡✈❛st❛t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❧✐❢❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt② ❬❋✐❡❧❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✢♦♦❞ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡ r❡♣♦rt ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❯◆❊❙❈❖ ❛♥❞
❲▼❖ ✐♥ ✷✵✵✼✱ ✢♦♦❞✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♠❛❥♦r ♥❛t✉r❛❧ ❞✐s❛st❡r ❛✛❡❝t✐♥❣ ♦✈❡r ✺✶✵ ♠✐❧✲
❧✐♦♥ ♣❡♦♣❧❡ ❡✈❡r② ②❡❛r✱ ❝❧❛✐♠✐♥❣ ♦✈❡r ✷✺✱✵✵✵ ❧✐✈❡s ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ❛♥❞ ❝❛✉s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②
❞❛♠❛❣❡s ❛♠♦✉♥t✐♥❣ t♦ ❜❡t✇❡❡♥ ✺✵ t♦ ✻✵ ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❞♦❧❧❛rs ❛♥♥✉❛❧❧② ❬■❈❍❆❘▼ ✷✵✵✼❪✳
❇❡s✐❞❡s ❡①tr❡♠❡ r❛✐♥❢❛❧❧ ❡✈❡♥ts✱ ❛ r❡❝♦r❞ s♥♦✇❢❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ r❛♣✐❞ ♠❡❧t✐♥❣ ♠❛②
❝❛✉s❡ ✢❛s❤ ✢♦♦❞✐♥❣ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❤❡❛✈② r❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s
♦❢ t❤❡s❡ ✢♦♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❛st❛t✐♥❣ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ r✐s❦ ✐s ♥♦t ✈❡r②
✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♦r ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ✉r❜❛♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❙✉❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ❢♦r
❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ s♥♦✇❢❛❧❧ ✐s ❛♥ ✉♥✉s✉❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥ t❤❡
✶✷t❤ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✹✱ t❤❡ ❝♦❛st ❝✐t② ♦❢ ❈❤❡r❜♦✉r❣✱ ♥♦rt❤✇❡st ♦❢ ❋r❛♥❝❡✱ ✇❛s t❤❡
s❝❡♥❡ ♦❢ ❛ s❡✈❡r❡ ✢♦♦❞ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐ts r✐✈❡r✱ ❉✐✈❡tt❡✱ ♦✈❡r✢♦✇❡❞✳ ❚❤✐s ♦✈❡r✢♦✇✐♥❣
✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐♠♣♦rt❛♥t s♥♦✇ ♠❡❧ts ✐♥ t❤❡ ❤✐❧❧s ✉♣str❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❤❡❛✈②
r❛✐♥s✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❝❛s❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ♦♥ t❤❡ ✶✼t❤ ❏✉♥ ✷✵✶✸ ❛t t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ P②r❡♥❡❡s ✐♥
s♦✉t❤✇❡st ♦❢ ❋r❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❤❡❛✈② r❛✐♥s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ s♥♦✇ ♠❡❧ts ❧❡❞ t♦
❤✐st♦r✐❝❛❧ ✢♦♦❞s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝❛✉s✐♥❣ t✇♦ ✈✐❝t✐♠s ❛♥❞ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ❞❛♠❛❣❡s
❛♠♦✉♥t✐♥❣ t♦ ❞♦③❡♥s ♦❢ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❡✉r♦s✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❤❡❛✈② ❧♦ss ✐♥ ♠✐♥❞✱ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t ♦❢ ✢♦♦❞ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣❧❛♥s ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ r❡❣✐♦♥❛❧
❛♥❞ ♥❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣✐❡s✳
✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✶✳✷ ❋❧♦♦❞ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s t♦ r❡❞✉❝❡ ❧♦ss❡s✿
r❡s✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s
❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✢♦♦❞ r✐s❦✱ ❛ r❡s✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❢t❡♥ ❛❞♦♣t❡❞✳ ■t
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✢♦♦❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❧❡✈❡❡s✱ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ❞❛♠s✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦♦❞ t❤r❡❛ts ❬▼♦rr✐s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ❤❡❧♣ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ✢♦♦❞✐♥❣ t❤❡② ❛r❡ ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛❣❛✐♥st ✐t✳ ❋❧♦♦❞
❞❡❢❡♥❝❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r❧② ❝♦♥tr♦❧s ♠❛② ❢❛✐❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ♣r♦t❡❝✲
t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st s✉r♣r✐s❡ ♦r ❤✉❣❡ ✢♦♦❞ ❡✈❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❝♦st ❝❛s✉❛❧t✐❡s✱ ❞❛♠❛❣❡s
❛♥❞ ❧✐❢❡ ❧♦ss❡s ❬P❛r❦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪✳ ❆❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡s❡ ❞❡❢❡♥❝❡ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s s❡❡❦ t♦ ❛❞❥✉st t♦ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✢♦♦❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❬P❛❤❧✲❲♦st❧ ✷✵✵✼✱
▼♦rr✐s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪✳ ❙♦❝✐❡t✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❛♥❞ ❧✐✈❡ ✇✐t❤ ✢♦♦❞ r✐s❦✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡
❢♦r❡❝❛sts✱ ✇❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ❡♠❡r❣❡♥❝② ♣❧❛♥s ❤❡❧♣ ✐♥ s❛✈✐♥❣ ❜♦t❤ ❧✐✈❡s
❛♥❞ ❧✐✈❡❧✐❤♦♦❞s✳
❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✢♦♦❞ r✐s❦ r❡q✉✐r❡s ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
t❤r♦✉❣❤ r❡❧✐❛❜❧❡ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ✢♦♦❞
❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦♦❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧②
✉s❡❞ ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ✐ts s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ❛♥❞ ✐ts ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ✐♠♣❡r❢❡❝t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ t❛✐♥t❡❞ ❜② ♠✉❧✲
t✐♣❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❤②❞r♦s②st❡♠ ✐s ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ♥❛t✉r❛❧ ❡♥✲
✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ✐ts ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ♥♦t ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✢♦♦❞s ❣❡♥✲
❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝❛❧❡s✳
❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛ r♦✉❣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆❧❧ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s❀
✭✐✮ ❞❛t❛ ❢❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✇❡❛t❤❡r ❢♦r❡❝❛sts✱ ❤②❞r♦s②st❡♠ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ✭✐✐✮
♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ t♦ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t②
♦❢ ❢♦r❡❝❛sts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■t ✐s ✈✐t❛❧ t♦ t❤✐♥❦ ✇❤❡t❤❡r✱ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤❛t
✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ q✉❛♥t✐❢② t❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥
♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡❝❛sts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳
✶✳✸ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s✲
s✉❡s
●✐✈❡♥ ❛ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ s✐t❡ ♦r ❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠✱ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛✐♠
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❢✉t✉r❡ s❛t❡s ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s ✇❛t❡r
✢♦✇✱ ✇❛t❡r ❧❡✈❡❧✱ ✇❛t❡r ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❡t❝✳ ❘❛✐♥❢❛❧❧✲r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✢♦♦❞ ❢♦r❡❝❛sts ✭✢♦✇ ❤②❞r♦❣r❛♣❤s✮ ❢r♦♠ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛
✭♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❤✉♠✐❞✐t② ❡t❝✳✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛
❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ r❛✐♥❢❛❧❧✲r✉♥♦✛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❆ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✿
• ■♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s X(t)✿ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ❜❛s✐❝❛❧❧② ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s
✶✳✸✳ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐ss✉❡s ✸
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ▼❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠
❬❍✐♥❣r❛② ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳
♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❤✉♠✐❞✐t②✱ r❛❞✐❛t✐♦♥s ❡t❝✳
• ▼❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t ❛r❡❛✿ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❝❤✲
♠❡♥t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ t②♣❡❀❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ s❡♠✐✲❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ❣❧♦❜❛❧ ❡t❝✳
• Pr♦❝❡ss❡s ♠❛♣♣✐♥❣✿ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡t❛✐♥❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✳
• ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ✿ st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❙♦♠❡ ♠❛② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ st✉❞✲
✐❡❞ ❝❛t❝❤♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✳ ❖t❤❡rs ❛r❡ ❛❜str❛❝t q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞
❡st✐♠❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ♦r ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ G✱ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ r❡❛❧ r❡s♣♦♥s❡
♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❝❛t❝❤♠❡♥t ✭Zobs✮✳
• ❙t❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s Y (t)✿ t❤❡② ❛r❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦s②st❡♠
❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✈❛r② ✐♥ t✐♠❡ ✭❡✳❣✳ ✢♦✇ r❛t❡✱ str❡❛♠ ✇❛t❡r ❧❡✈❡❧✱ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✱
❡t❝✳✮✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✳
• ■♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Y (t0)✿ ❛r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ s♦✐❧ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛t t0✮✳
• ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s CL(t)✿ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❤②❞r♦s②st❡♠ ❛♥❞ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✳ ❚❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱
✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❤②❞r♦s②st❡♠ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❍②❞r♦❧♦❣② ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦✛❡rs ❞✐✛❡r❡♥t ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✈❛r② ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞
❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙✐♥❣❤ ✭✶✾✾✺✮ s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡
❝r✐t❡r✐❛✿ ✭✐✮ ♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦r ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✭✐✐✮ s♣❛t✐❛❧✲t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ r❡t❛✐♥❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❣❧♦❜❛❧ ♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
♦r s❝❤♦❧❛st✐❝✳ ❘❡❢s❣❛❛❞ ✭✶✾✾✼✮ ❝❧❛ss✐✜❡❞ r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❛s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♦r ♣❤②s✐❝❛❧✲❜❛s❡❞✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛s ❣❧♦❜❛❧
♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s st❛t✐❝✱ ❞②♥❛♠✐❝✱ ❡✈❡♥t✲❜❛s❡❞ ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♠♦❞❡❧s✳ ❙t❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s ❡①❝❧✉❞❡ t✐♠❡ ✇❤✐❧❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ♣r♦❞✉❝❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s
♦✉t♣✉ts✳ ❊✈❡♥t✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ♣r♦❞✉❝❡ ❢♦r❡❝❛st ♦♥❧② ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡s ❣✐✈❡ ❢♦r❡❝❛sts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥ t✐♠❡✳
✶✳✸✳✶ ❚②♣❡ ♦❢ r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧s
●✐✈❡♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝ ♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t✱ r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❣❧♦❜❛❧ ♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞✱
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ st♦❝❤❛st✐❝ ♦r ❤②❜r✐❞✳
✶✳✸✳✶✳✶ ●❧♦❜❛❧ ✭❧✉♠♣❡❞✮ / ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠♦❞❡❧s
●❧♦❜❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r ❜❛s✐♥ ❝❛t❝❤♠❡♥t ❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐t②✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts
❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ ✇✐t❤♦✉t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❜❡✐♥❣ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ♦r❞✐♥❛r②
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧s ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥♣✉ts✱ ❜❛s✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆♠♦♥❣
❡①✐st✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝✐t❡✿ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ t❤❡ ●❘ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② t❤❡ ❈❛t❝❤♠❡♥t ❍②❞r♦❧♦❣② r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣ ❛t ■rst❡❛ ✐♥ t❤❡ ❈❡♥tr❡ ♦❢
❆♥t♦♥② ✭❋r❛♥❝❡✮ ❬P❡rr✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✳
❉✐str✐❜✉t❡❞ r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧s ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ / ♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♦r
t❤❡ ❜❛s✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐st✐❝✳ ❚❤❡②
✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♣❤②s✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ st✉❞②
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ s②st❡♠ ✐♥❞✐❝❛t♦rs s✉❝❤ ❛s ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❛❝❦❧❡
t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s❝❛❧❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ✜♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
▼❆❘■◆❊ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢❛s❤ ✢♦♦❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ■▼❋❚ ✐♥ ✷✵✵✹
❬❊st✉♣✐♥❛✲❇♦rr❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✱ ❘♦✉① ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❛❪✳
❉✐str✐❜✉t❡❞ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ❛❞✈❛♥❝❡❞ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♠♦r❡
❛♥❞ ♠♦r❡ ✉s❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❙■● s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❛❝❝❡ss
❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✶✳✸✳ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐ss✉❡s ✺
t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❢❛❝❡s s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦✈❡r♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✐ss✉❡✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣r♦✇s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✉s❡❞✳ ❖♥ ♦♥❡
❤❛♥❞✱ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❞✉r✐♥❣
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦r ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❝❝❡ss✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛❞❥✉st✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❧♦t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ❛♥❞
❤✐❣❤❧② ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ❆ tr✐❝❦ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐s t♦ ❣❧♦❜❛❧✐③❡ ❛❧❧ ♦r s♦♠❡ ♦❢
r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ ♦❢ s❡♠✐✲❞✐str✐❜✉t❡❞ t②♣❡✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s②st❡♠ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✉s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡♥t✐t✐❡s✳ ❚❖P✲
▼❖❉❊▲ ❬❇❡✈❡♥ ✫ ❑✐r❦❜② ✶✾✼✾❪ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❡♠✐✲❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❧❛r❣❡❧②
✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦❧♦❣② ❝♦♠♠✉♥✐t②✳
✶✳✸✳✶✳✷ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ / st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞
st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❬❍✐♥❣r❛② ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳ ❋♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ❛r❡
❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s✱ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥♣✉ts✲♦✉t♣✉ts ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①❛❝t ❡q✉❛t✐♦♥s s✐♠✉❧❛t✲
✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ st♦❝❤❛st✐❝
♠♦❞❡❧s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ s♦♠❡ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss❡s❀ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉ts✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠✐❣❤t ♣r♦❞✉❝❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♦✉t♣✉ts✳ ❚❤✐s r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐s ♦❢t❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ s②st❡♠✱
♦❢t❡♥ t♦♦ ❝♦♠♣❧❡①✱ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t❝♦♠❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ ♠❛♥② ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✳
✶✳✸✳✷ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✐ss✉❡s
❍②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐s ❛ ❤✐❣❤❧② ✉♥❝❡rt❛✐♥ s❝✐❡♥❝❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
❝❛t❝❤♠❡♥t✱ ❤②❞r♦❧♦❣✐sts st✐❧❧ ❞♦ ♥♦t ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t❧② t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢
♠❛♥② ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ②❡t ❛❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡
❝❛t❝❤♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇❡ ❝❛♥♥♦t r❡♣r❡s❡♥t s✉r❡❧② t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t ❣❡♦♠❡tr②✱
r✐✈❡r ❜❡❞s✱ ✢♦✇ ♣❛t❤s✱ ❡t❝✳ ■t ✐s ❛s ✇❡❧❧ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡✱ t❡st ❛♥❞
✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❖❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✭❡✳❣✳ str❡❛♠ ✢♦✇ r❡❝♦r❞s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞
t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥✱ ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s t✐❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡r✲
r♦rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❤②❞r♦❧♦❣✐sts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜❧✐❣❡❞ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❞❛t❛ s❝❛r❝✐t② ✭❡✳❣✳ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
♦❢ ✉♥❣❛✉❣❡❞ ❜❛s✐♥✱ ❡①tr❡♠❡ ❡✈❡♥ts✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡
♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✱ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ t✐❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠
❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡s❡s s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❛t❡✲
❣♦r✐❡s✿ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t✐❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss ♠❛♣♣✐♥❣✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡r✲
r♦rs ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❬▲❡✐ ✫ ❙❝❤✐❧❧✐♥❣ ✶✾✾✻✱ ❯❤❧❡♥❜r♦♦❦ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✾❪✳
❚❤❡ ✜rst ❝❛t❡❣♦r② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♠♦❞❡❧
✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
str✉❝t✉r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ r❡❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss t♦ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❝❡ss ♦❢t❡♥ s✉❜❥❡❝t t♦ ✈❛r✐♦✉s s✐♠✲
♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❝❛t❡❣♦r② ❣❛t❤❡rs t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs r❡s✉❧t✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡✱ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✱ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ♥✉♠❡r❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡rs✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
r❡❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦r ♠❛❦❡ t❤❡♠ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ♦t❤❡r ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ t❤✐r❞ ❝❛t❡❣♦r② ❝♦♥❝❡r♥s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳
❙✉❝❤ ❡rr♦rs ❛r❡ t✐❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥♣✉ts ✭❡✳❣✳ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✱ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ s♦✐❧ s❛t✉r❛t✐♦♥✮✱ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✶✳✸✳✸ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s
●✐✈❡♥ ✈❛r✐♦✉s ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱
✐ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛ r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✐t② ❞✉❡ t♦ ❡rr♦rs ❛♥❞ ❞✐s✲
❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ ♠❛♥②
❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ st❛rt❡❞ t♦ r❡❝♦❣♥✐s❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ❛♥❞ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞✲
❡❧s✳ ❚❤✐s ❧❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❬❘❡❢s❣❛❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼✱ ❇❡✈❡♥ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡✿
• ❯♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳
• ❇♦♦st t❤❡ ✉s❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜② ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ r✐s❦s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥✳
• Pr♦✈✐❞❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❡❧❡♠❡♥ts ✭❡✳❣✳ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✮ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❞❡❝✐✲
s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✳ ■♥ ❢❛❝t✱ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ✐s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r
r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❬❇✐♦♥❞✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ❉❡❝✐s✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡
♠❛❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉st ❛ s✐♥❣❧❡ ❤✐❣❤❧②
❡st✐♠❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡✳
■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ♠❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❬▼❛t♦tt ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾✱ ❍❛♥ ✫ ❈♦✉❧✐❜❛❧② ✷✵✶✼❪✳ ❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇❡r❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡❧②
❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✭ s❡❡ t❛❜❧❡ ✶✳✶✮✳
▼❡t❤♦❞s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤✐♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❧❛ss✐✲
✜❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❬▼♦♥t❛♥❛r✐ ✷✵✶✶❪✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ♠❡t❤♦❞s
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❣❧♦❜❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✭✐✳❡✳ t❛❝❦❧✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ✇❛②✮✱
♠❡t❤♦❞s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ♦t❤❡rs t❛❝❦❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳
❚❤❡s❡ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❝❧❛ss✐❢② ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐ts ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❚❤❡②
r❡✈❡❛❧❡❞ ❛s ✇❡❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❤♦✇ ❞✐✣❝✉❧t ✐t ✐s t♦ ❝❧❛ss✐❢②
t❤❡♠ ✐♥ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ✇❛②✳
✶✳✸✳ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐ss✉❡s ✼
▼❡t❤♦❞ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s
❉❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ✭❉❆✮
❊✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
♦❢ ❞❛t❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✭■❆✮
❍✐❣❤❧✐❣❤t ✐♥❛❞❡q✉❛❝② ❞❛t❛ ♦r s✉❣❣❡st
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡✳
P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭P❊✮
❊st✐♠❛t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❙❡♥s✐❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✭❙❆✮ ❉❡t❡r♠✐♥❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥♣✉ts
❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ✭❯❆✮
Pr♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ t✐❡❞ ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉ts✳
▼✉❧t✐♠♦❞❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭▼▼❆✮
❊✈❛❧✉❛t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡✱
❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞❡❧s✳
❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❇❆✮
❯♣❞❛t❡ ♣r✐♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✭✐✳❡✳ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮ ✉s✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
❬▼❛t♦tt ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳
✶✳✸✳✸✳✶ ❈♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s
❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ ❤②❞r♦❧♦❣② ✐s ♠♦st
♦❢ t❤❡ t✐♠❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ■t ✐s ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡
♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❝✉r✈❡✲✜tt✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✮ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❢ q✉❛❞r❛t✐❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳
❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❘❛✐♥❢❛❧❧✲r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧✱ G ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✱ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs✱ Θ = (θ1, ..., θk)✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ str❡❛♠✢♦✇✱ Zobs✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✢♦✇s✱ ♥♦t❡❞ ε✱ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r
❡rr♦r ❝❛❧❧❡❞ ❛s ✇❡❧❧ r❡s✐❞✉❛❧ ❡rr♦r✿
ε(Θ) = ‖G(Θ)− Zobs‖= F (Θ) ✭✶✳✶✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❘❛✐♥❢❛❧❧✲r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ s✐♠✲
✉❧❛t✐♥❣ ❛ r❡❛❧ str❡❛♠✢♦✇ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❡❞ t♦
❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✭♦r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✱ ♦r ♦♣t✐♠✐③❡❞✮✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❜❡st
s❡t✭s✮ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ F ✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛❧s♦ ❡rr♦r
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ❤♦✇ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥❡s✳
❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛✐♠s t♦ ✜♥❞ t❤❡ s❡t✭s✮ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣
F ✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❤②❞r♦❧♦❣② ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❆ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛✐♥❢❛❧❧✲r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳
✉s❡❞ ✐s t❤❡ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r ✭▼❙❊✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
MSE(Θ) =
n∑
i=1
(Zi − Zobsi)2 ✭✶✳✷✮
✇❤❡r❡ Zi ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✱G✱ ❛t t✐♠❡ st❡♣ ✐✱ Zobsi t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛✲
t✐♦♥✳ ▲♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ MSE(Θ) ✐♥❞✐❝❛t❡s ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
❆♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❛r❣❡❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦❧♦❣② ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ s✐♠✐❧❛r t♦
▼❙❊✱ ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ◆❛s❤✲ ❙✉t❝❧✐✛❡ ✭◆❙✮ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛ ❬◆❛s❤ ✫ ❙✉t❝❧✐✛❡ ✶✾✼✵❪✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
NS(Θ) = 1−
n∑
i=1
(Zi − Zobsi)2
n∑
i=1
(
Zi − ¯Zobs
)2 ✭✶✳✸✮
✇❤❡r❡ ¯Zobs ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳ NS r❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ 1.0 ✭♣❡r❢❡❝t ✜t✮
❛♥❞ −∞ ✳ ❆♥ NS ❧♦✇❡r t❤❛♥ ③❡r♦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
✈❛❧✉❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t♦r t❤❛♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ NS ❧♦✇❡r t❤❛♥ 0.5 ✐s ♦❢t❡♥ ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣♦♦r ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❇✉t s✐♥❝❡ NS ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛✱ ❛
r❡✜♥❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧
❝❛s❡s ❬▼♦✉ss❛ ✷✵✶✵❪✳
P❛r❛♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ❞✉r✐♥❣ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆❢t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✈❡♥ts✱ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡
❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r♦♣❛❣❛t❡s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❢♦r♠ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❢t❡r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥
✶✳✸✳ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐ss✉❡s ✾
❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡
✶✳✸✮✳ ▲♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r
✈❡❝t♦r✱ θ0✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s r❛♥❣❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
r❡❣r❡ss✐♦♥ t❤❡♦r② ✐s ✉s❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❣❧♦❜❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s tr✐❡s t♦
♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉t ❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥♣✉ts ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡s✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞♦♥❡ ❜② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❛♥❞♦♠❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ k−❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ▼❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❤②❞r♦❧♦❣②✳
▲♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛rt✐❝❧❡ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s
✐s t❤❛t ♦❢ ▼❡✐♥ & ❇r♦✇♥ ✭✶✾✼✽✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❘❛✐♥❢❛❧❧✲r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧✱ G✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s
❡st✐♠❛t❡s ♦❢ str❡❛♠✢♦✇s ♦✈❡r n s✉❝❝❡ss✐✈❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✱
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢♦✇s ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s ✿
Zobzi = Gi(Θ) + εi(Θ) ✭✶✳✹✮
❲❤❡r❡ Gobzi ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✢♦✇ ❢♦r t❤❡ ith t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ Zi(Θ) ✐s t❤❡ ✢♦✇ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✱G✱ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ εi(Θ)
✐s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦✳
▲❡t Θ0 ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✱ i.e.
♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ ETE ♦r
n∑
i=1
εi(Θ)
2 ✇✐t❤ E(Θ) = (εi(Θ), ..., εn(Θ)) ❛♥❞ ET ❞❡♥♦t❡s t❤❡
tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ E ✳
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t |Θ−Θ0| ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ G ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜rst
t✇♦ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ Θ0✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ♠❛tr✐①
❢♦r♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
G(Θ) ≈ G(Θ0) + ∆ (Θ−Θ0) ✭✶✳✺✮
∆ ✐s ❛♥ (n× k) ♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ k ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ∆ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛❧s♦ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♠❛tr✐①✳ ■ts ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞
✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❛s✿
∆ir =
[
∂Gi(Θ
∂Θr
]
Θ=Θ0
✭✶✳✻✮
❲❡ ❞❡♥♦t❡ U t❤❡ ❡rr♦r ✈❡❝t♦r ✇❤❡♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s st✐❧❧ t✐❡❞ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❞✉❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐♦✉s ✐♥❛❞❡q✉❛❝✐❡s✱
♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✱ Zobzi ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Θ0✿
Zobzi = Gi(Θ0) + Ui ✭✶✳✼✮
❚❤❡ ❡rr♦rs {Ui} ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ st❛t✐♦♥❛r② ✐♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ zero ♠❡❛♥ ✭i.e. ✐♠♣❧✐❡s
t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ✇❛t❡r ❜❛❧❛♥❝❡ ♦✈❡r n t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✿
Cov(Ui, Ui+l) = γl ✭✶✳✽✮
❲❤❡♥ l ✐s ❤✐❣❤✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ Ui ❛♥❞ Ui+l ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭i.e.γl = 0✮✳
❲❤❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✭i.e. n t❡♥❞s t♦∞✮✱ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥
t❤❡♦r② ❢♦r st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ Θ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ♥♦r♠❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r ♠❡❛♥ Θ0 ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✿(
∆T∆
)−1
∆TΓ∆
(
∆T∆
)−1
✭✶✳✾✮
✇❤❡r❡ Γ ✐s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✈❡❝t♦r U ✳ ∆ ❛♥❞ Γ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❢r♦♠ ✭✶✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✶✳✽✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬▼❡✐♥ ✫ ❇r♦✇♥ ✶✾✼✽❪✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r ✐♥ ❤②❞r♦❧♦❣② ❞✉❡ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♠❛tr✐① ∆ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②
r❡♣❧❛❝✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❜② ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✿
∆ir ≈ Gi(Θr +∆Θr)−Gi(Θr)
∆Θr
✭✶✳✶✵✮
❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t❤❛t ♠❛②
❤❛✈❡ ♣✉s❤❡❞ ❤②❞r♦❧♦❣✐sts t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✉♥❞❡r✳ ❚❤❡s❡
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
• ❚❤❡ MSE ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❛s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
• ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r♦✉♥❞ ✐ts ♦♣t✐♠✉♠
♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❤✐❣❤❧②
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✳ ❊rr♦rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②
♠❛tr✐① ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳
• ❉✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ F ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞
t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛✲
t✐♦♥✱ F (Θ) ❝❛♥ ♣r❡s❡♥t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐st❛♥t ♠✐♥✐♠❛ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✹✮✳ ❆ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
❛r♦✉♥❞ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♣t✐♠❛❧ s❡t✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳
✶✳✸✳ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐ss✉❡s ✶✶
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ F (Θ) ♠❛② ❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s str♦♥❣❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✳
●❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙♣❡❛r & ❍♦r♥✲
❜❡r❣❡r ✭✶✾✽✵✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦✉♥❞❡rs ♦❢ ❣❧♦❜❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❤②❞r♦❧♦❣② ❬❇❡✈❡♥ ✫ ❋r❡❡r ✷✵✵✶❪✳
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❙♣❡❛r & ❍♦r♥❜❡r❣❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✇❛s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛❝✲
t♦rs ✐♠♣❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❜❡♥t❤✐❝ ❛❧❣❛❡ ✐♥ ❧❛❣♦♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ ❛
❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ 19 ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡✐r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣❛❡ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤✐❝❤
♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝②❝❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❛❧❣❛❧ ❜✐♦♠❛ss✳ ❉❛t❛ s❝❛r❝✐t② ❤❛❞ ♣✉s❤❡❞ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ st✉❞❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r♦✉♥❞ ❛♥
♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛❞ ✈❛r✐✲
♦✉s ♠✐♥✐♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥t t❤❛t ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❣♦♦❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❙♣❡❛r & ❍♦r♥❜❡r❣❡r ♣r♦♣♦s❡ t♦ s❡t ❛ threshold ✈❛❧✉❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛❧s♦
limit of acceptability ❬❇❡✈❡♥ ✷✵✵✻❪✱ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t✇♦ ❝❧❛ss❡s
♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts❀ acceptable ❛♥❞ not− acceptable ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ✭❝❛❧❧❡❞ ❛s
✇❡❧❧ behavioral ♦r non− behavioral ✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ r✉♥✱ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✐s r❛♥✲
❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞
t❤❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛ss ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳
▲❛t❡r ♦♥✱ ❇❡✈❡♥ & ❇✐♥❧❡② ✭✶✾✾✷✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞✱ ❝❛❧❧❡❞ GLUE ✭●❡♥❡r❛❧✐③❡❞
▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❊st✐♠❛t✐♦♥✮✱ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ acceptable ♣❛r❛♠✲
❡t❡r s❡ts ✭i.e. ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✮✳
✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
●▲❯❊ ♠❡t❤♦❞
❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ●▲❯❊ ♠❡t❤♦❞ ❬❇❡✈❡♥ ✫ ❇✐♥❧❡② ✶✾✾✷✱ ❇❡✈❡♥ ✫ ❋r❡❡r ✷✵✵✶❪✱ ✐s
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts L(Θ/Zobs) ❣✐✈❡♥ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱
Zobs✳ L(Θ/Zobs) ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❞❛t❛✱ L(Zobs) ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s
t❤❡♦r❡♠✿
L(Θ/Zobs) = L(Zobs/Θ)L(Θ)L(Zobs) ✭✶✳✶✶✮
✇❤❡r❡ L(Zobs) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❦♥♦✇♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ L(Θ/Zobs)✱ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡
❦♥♦✇♥ ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②✳ L(Θ)✮ ✐s ❛ prior ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ Θ✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ♣♦ss✐❜❧② s②♥t❤❡s✐s❡ ❛♥② prior
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ♣❛st ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✱ ♦t❤❡r s❡ts ♦❢
♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ L(Zobs/Θ) ✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ L(Zobs/Θ) ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ Zobs − G(Θ) ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✮✳ ■t
✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ F ✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡t❛✐♥❡❞
threshold s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ behavioral ❛♥❞ non− behavioral ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ●▲❯❊ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❋♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ r✉♥✱ ❛ ✈❡❝t♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡✱ Θi ✐s ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❢r♦♠ ❛ k✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ▼♦st ♦❢
t❤❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡ prior ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠❀ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts
❛r❡ a priori ❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❡q✉✐✜♥❛❧✐t② ❝♦♥❝❡♣t✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♦✉t♣✉t ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F (Θi) ✭t❤❡ ◆❙
❝r✐t❡r✐❛ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞✮✳ ■❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ F (Θi) ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜①❡❞ threshold✱ t❤❡♥
Θi ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ behavioral ❝❧❛ss ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ non − behavioral ♦♥❡✳
❖♥❝❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❈✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❞♦♥❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉ts s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ behavioral ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s ✭✜❣✉r❡✶✳✺✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ ti✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✇✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❈❉❋✮
✭✜❣✉r❡ ✶✳✻✮✳❙♦♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ♠♦♠❡♥ts ✭♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✱ q✉❛♥✲
t✐❧❡s (Q20, Q50, Q80) ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉ts ❝❛♥ ❛s ✇❡❧❧ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t❡r✈❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❛ss❡ss❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ✭e.g. | Q80−Q20 |✮✳ ❚❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❆ t✐❣❤t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
✐❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡t✱ Θi✱ t❡st❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥
posteriori ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✶✳ ❚❤❡
❡q✉✐✜♥❛❧✐t② ❝♦♥❝❡♣t ♦♥ prior ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛ss✉♠❡s L(Θ) = 1 ∀Θ , L(Zobs) = Cste
❛♥❞ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ L(Zobs/Θ)✱ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✱ F (Θi) ❬❇❡✈❡♥ ✫ ❇✐♥❧❡② ✶✾✾✷❪✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ posterior ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts
tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
✐♥t❡r✈❛❧ ✭i.e | Q80 −Q20 |✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡s✉❧t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉t
❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ posterior ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡
✶✳✸✳ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐ss✉❡s ✶✸
❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ behavioral ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛
t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❈❉❋✮ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ti ❢r♦♠ acceptable s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❛s ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ L(Zobs/Θ) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜②
♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ❛s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛❧ ♦r s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ informal likelihood
✐s s♦♠❡t✐♠❡s ✉s❡❞ t♦ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤✐s ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬◆♦tt ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✳ ❚❤❡
●▲❯❊ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤②✲
❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ■ts ✇✐❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ s❡♥s✐❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t② t♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❡st✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳
❚❤❡ ●▲❯❊ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❧❡❛❞s q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧❧② t♦ ❛♥ ❛ss❡ss✲
♠❡♥t ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s s♦♠❡
✈❛r✐♦✉s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✿
• ●▲❯❊ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ the limit of acceptability threshold✱ ❛♥❞ t❤❡ informal
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②
❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ acceptability threshold
♠❛② ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠♦r❡ formal ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ ❜② ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✉♥❞❡r ❬❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✳
• P❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ s②st❡♠❛t✐❝ r❛♥❞♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤♦✉t
❛♥② s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥❝r❡❛s❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ posterior ♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥
t❤❡ st✉❞② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ■♦r❣✉❧❡s❝✉ ✭✷✵✵✺✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞✐❞ ♦✈❡r 2 ❜✐❧❧✐♦♥ ♠♦❞❡❧
r✉♥s ♦❢ ✇❤✐❝❤ 216 ✇❡r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛s behavioral r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s✳
❚♦✇❛r❞s ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ✇❛② t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✿
Zobs = G(X,Θ) + E ✭✶✳✶✷✮
✇❤❡r❡ G = n × 1 ✐s ❛ ✈❡❝t♦r st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ str❡❛♠✢♦✇ t✐♠❡ s❡r✐❡s (G1, ..., Gn)✱
Zobs = n× 1 ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❜s❡r✈❡❞ str❡❛♠✢♦✇✳ X = r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r❝✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ Θ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
E = ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ ❡rr♦rs (ε1, ..., εn) r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
♣r♦❝❡ss❡s ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ G✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✹ ✐♥ ❛ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✳ ❚❤❡
❝♦♠♠♦♥ ✉s❡ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡ ♥♦t✲❡①♣❧❛✐♥❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s✱ εi ✱ t♦ t❤❡
r❡❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s t❤✉s tr❡❛t❡❞
❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦♥❝❡♣t✳
❋r♦♠ t❤❡ ❇❛②❡s t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐✲
♠❛t❡❞ ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✶✿
L(Θ/Zobs) = L(Zobs/Θ)L(Θ)L(Zobs) ✭✶✳✶✸✮
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✷✱ L(Zobs/Θ)✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s ❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜ts t❤❡
❞❛t❛✱ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ Zobs − G(X,Θ) ♦r ♠♦r❡ t♦ E/Θ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❧✐❦❡✲
❧✐❤♦♦❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ L(Zobs/Θ) ✐s ❧✐❦❡ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧s
✶✳✸✳ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐ss✉❡s ✶✺
E ✳
❉✐✛❡r❡♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t st❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r E ✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠✲
♠♦♥ ✐s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✱ ε ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ 0 ❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σe ❬❇♦① ✫ ❚✐❛♦ ✶✾✾✷❪✿
L(Zobs/Θ) ∼ L(E/Θ) ≈ N (0, σe) ✭✶✳✶✹✮
❙❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❝r✐t✐❝✐s❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ♦❢t❡♥ t✐♠❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❤❛✈❡ ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ♥♦r✲
♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❬❚❤②❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾✱ ❙❝❤♦✉♣s ✫ ❱r✉❣t ✷✵✶✵❪✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r✱ r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❙❝❤♦✉♣s ✫ ❱r✉❣t ✷✵✶✵❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✱ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r
♣r♦✈✐❞❡s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ r❛✐♥❢❛❧❧✲r✉♥♦✛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐ts t♦t❛❧ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳
❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡
a posteriori ✈❡r✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬❙t❡❞✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ informal ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ●▲❯❊ ❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳
P❛r❛♠❡t❡r s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❣❧♦❜❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s✱ s✉❝❤ ❛s ●▲❯❊ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡✲
t❡r s♣❛❝❡ ✉♥❧✐❦❡ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s❡❡❦✐♥❣ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
❛r♦✉♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t✳ ❊①♣❧♦r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣
s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ s②st❡♠❛t✐❝ r❛♥❞♦♠ ❣✉❡ss❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ▲❛t✐♥ ❍②♣❡r❝✉❜❡ ❙❛♠♣❧✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬▼❝❑❛② ❡t ❛❧✳ ✶✾✼✾❪ ❛♥❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ✭▼❈▼❈✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❤♦s❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬▼❡tr♦♣♦❧✐s ❡t ❛❧✳ ✶✾✺✸❪✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
♦❢ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✱ {Θ1, ...,Θn}✱
t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭i.e t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ a posteriori ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t {Θ1, ...,Θi} ❤❛s ❛❧r❡❛❞② s❛♠♣❧❡❞✱ t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ st❡♣s s✉♠♠❛r✐s❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ✇❛❧❦ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t
Θi+1✳ ❋✐rst ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θc ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦♣♦s❛❧ s②♠♠❡tr✐❝
❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭i.e f(Θc/Θi) = f(Θi/Θc)✮✱ ♥❡①t Θc ✐s ❡✐t❤❡r ❛❝❝❡♣t❡❞ ♦r r❡❥❡❝t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ Θc✱ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞✱
t❤❡ ❝❤❛✐♥ ♠♦✈❡s t♦ Θi+1 ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t st❛②s ✐♥ ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥ Θi✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱
f(Θc/Θi)✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤
❛ ♠❡❛♥ Θi ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ Θi− ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✐ss✉❡s ✇✐t❤ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐rst t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
s❛♠♣❧❡ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡ Θ0✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡
❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ❛ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
burn✲in ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ burn✲in ♣❡r✐♦❞ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛✐♥ t♦ st❛❜✐❧✐s❡
s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞r✐❢t✐♥❣ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❞♦✇♥ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐ss✉❡ ✐s t❤❛t
✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✶✿ ●❡♥❡r❛t❡ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈❛❧✉❡ Θc ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ f(Θc/Θi)✳
✷✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✿ pi(Θc,Θi) =Min
(
L(Θc/Zobs)
L(Θi)
, 1
)
✳
✸✿ ●❡♥❡r❛t❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r u ❢r♦♠ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ [0, 1]✳
✹✿ ✐❢ u < pi t❤❡♥ s❡t Θi+1 = Θc✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ s❡t Θi+1 = Θi✱ i = i+ 1✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥ t♦
st❡♣ 1✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ✭▼❈▼❈✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡ts✱ Θi✱ ❛r❡ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
✇✐t❤ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss❡s ✭ i.e. ❢r♦♠ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡
st❛rt✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥✱ Θ0 ♦r r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣❡r ♣❡r✐♦❞✳
❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥s
❋r♦♠ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤✐♥
❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥✿
• ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❈✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐st
✐♥ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♥t✐❧ s✉✣❝✐❡♥t s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❲✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛rt s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t ✐s
♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ▼❈✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡s ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡
✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❢ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡① ♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❤✐❣❤✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❢♦r❡❝❛sts ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s − i.e.
❢♦r❡❝❛sts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s − ❜❡❝♦♠❡s t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❙✉❝❤ ✐ss✉❡ ♠❛② ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ✢♦♦❞ ❢♦r❡❝❛sts ✐♥ s♠❛❧❧ ❝❛t❝❤♠❡♥ts ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ❢❛st r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ✢❛s❤✲✢♦♦❞ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡
❬❘✉✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✱ ❘♦✉① ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❜❪✳
• ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✶✳✶✷ r❡♠❛✐♥s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r✱ E ✐s ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ Θ ✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✹✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✐♠♣♦rt❛♥t
❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r❧② ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥♣✉ts r❛♥❞♦♠ ❝❤❛r❛❝t❡r ✭ e.g. ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡✮ ✐s ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ■❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥♣✉ts ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ✉♥❝❡rt❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡✐r r❡s✉❧t✐♥❣ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ Θ ❬❍✉❛r❞ ✫ ▼❛✐❧❤♦t ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡ s❛♠❡ st❛t❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧
✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s✳
• ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❤②❞r♦❧♦❣② ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❡①tr✐♥s✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦s t♦
t❤❡ ❤②❞r♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧s✳ ■t ✐s ❛❢t❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ t❤❛t ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ✷ ❞❡❝❛❞❡s✱ ♠❛♥② st✉❞✐❡s ❛❜♦✉t ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤✐♥ ❤②❞r♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦❝✉s ♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
✶✳✹✳ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s ✶✼
❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ✐♥♣✉ts ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r ❡✛♦rts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❜❧❡ t♦ t❛❝❦❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✭e.g. ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r✮✳
✶✳✸✳✹ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ❛♣♣r♦❛❝❤
❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦s ❬❋✐♥♥ ❱✳ ✫ ❏❡♥s❡♥ ✶✾✾✻❪✱ ❛r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❣r❛♣❤✲
✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✭❇◆s✮ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦r✲
t❛♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✜❡❧❞ ❬▼♦♦r❡ ✷✵✶✹❪✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡
❛ ♣♦♣✉❧❛r t♦♦❧ ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s ❬❙✐♠♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼✱
◆♦r♠❛♥ ❋❡♥t♦♥ ✷✵✶✷❪✳ ❚❤❡② ❛s ✇❡❧❧ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♣r❡s❡♥t✲
✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❬❙t✉❛rt ❏✳ ❘✉ss❡❧❧ ✫ ◆♦r✈✐❣ ✷✵✵✸✱ ❯✉s✐t❛❧♦ ✷✵✵✼❪✳
❇◆s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♠❛♥② ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s
✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s❀ ♠❡❞✐❝✐♥❡ ❬P❛✉r❛♥ ✷✵✶✺❪✱ ✐♥❞✉str✐❛❧ s②st❡♠s ❬❱■▲▲❊◆❊❯❱❊ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶✱
▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❛✱ ❉❛❜❧❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪✱ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❬❘❡❝❦❤♦✇ ✷✵✶✵❪✱ ✇❛t❡r r❡✲
s♦✉r❝❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❬❋❛r♠❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✱ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣② ❬❈❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪✱ ❝❛t❝❤✲
♠❡♥t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❬❑❡s❤t❦❛r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪ ❡t❝✳
❚❤❡ ❢❛st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❢♦r❡❝❛sts ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ❞❛t❛
❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② r❡q✉✐r❡❞ ♠❛❦❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ✢♦♦❞ ❢♦r❡❝❛st✲
✐♥❣ ❬❇♦✉t❦❤❛♠♦✉✐♥❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪✳ ❇◆s ❝❛♥ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞
s♠❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts❀ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs − i.e. ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s − ❢r♦♠ ❞❛t❛✱ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦r
❢r♦♠ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❬❯✉s✐t❛❧♦ ✷✵✵✼✱ ❆❣✉✐❧❡r❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳ ❇◆s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞
✐♥ ✢♦♦❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
❬●❛rr♦t❡ ✫ ▼❡❞✐❡r♦ ✷✵✵✼✱ ▼❛t❤❡✉ss❡♥ ✫ ❖❧❡✲❈❤r✐st♦✛❡r ✷✵✶✺❪✱ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✉s❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✮ ❛♥❞ ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ ❡s✲
t✐♠❛t❡ t❤❡ ❇◆s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❇◆s
✐s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢r❡❡ ♣❛❝❦❛❣❡s t♦♦❧s ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡s ❬▼✉r♣❤② ✷✵✵✼❪✳ ❇◆s ❛r❡ ❛❜❧❡
❡①♣❧♦✐t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ❛♥❞ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡② ❛❧❧♦✇✿
• ■❞❡♥t✐❢② ❝❧❡❛r❧② ❝♦♠♣❧❡① r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
• ❲♦r❦ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ♦r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛✳
• ■♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ❡①♣❡rt ♦♣✐♥✐♦♥ ♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤✳
• ❆♥❛❧②s❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛ t♦ ❡①tr❛❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✲
✐♥❣✱ ❝♦♥tr♦❧ ♦r ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ s②st❡♠✱ ❞✐❛❣♥♦s❡ t❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ ❛
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❡t❝✳
✶✳✹ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❝❧❡❛r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦
❛ss❡ss♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❇◆s ♦✛❡r ❛ ❝♦♠♣❛❝t ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡
✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
t❤❡ ❥♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦✈❡r ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s
✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❇◆ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡✐r ♣♦✇❡r❢✉❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❇❛②❡s✐❛♥
♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥✲
tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ❇◆s ❝❛♥
❤❛♥❞❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s ❛t ♦♥❝❡✱ ✇✐t❤
✉s✐♥❣ ❛♥② ▼❈✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❛s ✇❡❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞❀ ❤❛✈✲
✐♥❣ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉t✱ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❜❛❝❦
t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡s ✭i.e. ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❡❛s✐❧② t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ r❛✐♥❢❛❧❧ t❤❛t ❤❛s ❢❛❧❧❡♥ ♦✈❡r ❛ ❝❛t❝❤♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ str❡❛♠✢♦✇s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ s✉❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❛✐♥❢❛❧❧✲r✉♥♦✛
♠♦❞❡❧s✱ ✐s ❢❛st✐❞✐♦✉s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❬❍❡rr♥❡❣❣❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪✳
✶✳✹✳✶ ❚❤❡s✐s ♦✉t❧✐♥❡
❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✻ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛♦rt ✇❛s ♠❛❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♣r♦✈✐❞❡ s❡❧❢ ❝♦♥t❛✐♥ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ s♦♠❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝❤❛♣t❡r t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r ✭✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞
t♦ t❤❡ r❛✐♥❢❛❧❧✲r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳
❈❤❛♣t❡r ✷ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜r✐❡❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ❜❛s✐❝s✱ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❝♦r❡s✳ ■♥
❝❤❛♣t❡r ✸✱ ❛ ❇◆✲❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❝❤❛♣✲
t❡r ✹✱ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ✇❤❡r❡ ❛ ❇◆ ✐s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ str❡❛♠✢♦✇ ❛t t❤❡
♦✉t❧❡t ♦❢ ❛ ✇❛t❡rs❤❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ str❡❛♠✢♦✇s ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♣str❡❛♠✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱
t❤❡ ❇◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❡st❡❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
❦❡② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝❤❛♣t❡r ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t❤❡s✐s ❛♥❞
❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡s❡❛r❝❤✳
❈❤❛♣t❡r ✷
❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✿ ❛ ❤❛r♠♦♥✐♦✉s
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❛♥❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②
❈♦♥t❡♥ts
✶✳✶ ❋❧♦♦❞✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
✶✳✷ ❋❧♦♦❞ r✐s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s t♦ r❡❞✉❝❡ ❧♦ss❡s✿ r❡s✐st❛♥❝❡✲
❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
✶✳✸ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐ss✉❡s ✳ ✳ ✷
✶✳✸✳✶ ❚②♣❡ ♦❢ r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
✶✳✸✳✷ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✐ss✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✶✳✸✳✸ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✶✳✸✳✹ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✶✳✹ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✶✳✹✳✶ ❚❤❡s✐s ♦✉t❧✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✷✳✶ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✿ str✉❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts
❚❤❡ ♥❛♠❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②
❚❤♦♠❛s ❇❛②❡s ✇❤♦s❡ ✇♦r❦ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②
❬❇❛②❡s ✶✼✻✸❪✳ ❉❡s♣✐t❡ ❞✐st❛♥t ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♦r✐❣✐♥s✱ ❇◆s ❛r❡ ♠♦❞❡r♥ t♦♦❧s ❛♣♣❡❛r✐♥❣
❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦♦❦ ♦❢ P❡❛r❧ ✭✶✾✽✽✮ ❝❛❧❧❡❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ✐♥ ■♥✲
t❡❧❧✐❣❡♥t ❙②st❡♠s✿ ◆❡t✇♦r❦s ♦❢ P❧❛✉s✐❜❧❡ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❬❏✉❞❡❛ P❡❛r❧ ✶✾✽✽❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱
❇◆s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♠❛♥② ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥
✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ❇◆s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦♦❦ ♦❢ ❋✐♥♥
❛♥❞ ❏❡♥s❡♥ ❬❋✐♥♥ ❱✳ ✫ ❏❡♥s❡♥ ✶✾✾✻❪✳
❆ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ❜♦t❤ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♣❛rt ♦❢ ❇◆ ✐s ❛ ❉✐r❡❝t ❆❝②❝❧✐❝ ●r❛♣❤ ✭❉❆●✮✱ G = {X , E}✱
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣❛rt ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ P✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❉❆●✳ G = {X , E} ❝♦♥s✐sts ♦❢✿
• X = {X1, ..., Xn}✿ ❛ s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♥♦❞❡s✮ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ st✉❞✐❡❞
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❛ ✢♦♦❞✐♥❣ ❡✈❡♥t✳
✷✵
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✿ ❛ ❤❛r♠♦♥✐♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❛♥❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②
• E✿ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐r❡❝t❡❞ ❡❞❣❡s❀ (Xi, Xj) ∈ E ♠❡❛♥s t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ ♥♦❞❡
Xi t♦ ♥♦❞❡ Xj ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ Xi ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣❛r❡♥t ♦❢ ❝❤✐❧❞ Xj ✳ ❚❤❡ ♣❛r❡♥t s❡t
♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ Xi ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Pa(Xi) ❛♥❞ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ s❡t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Ch(Xi)✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✱ Pa(X3) = {X1, X2} ❛♥❞
Ch(X3) = {X4}✳
• G ❤❛s ♥♦ ❝②❝❧❡s✳ ❛ ❝②❝❧❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ t❤❛t st❛rts ❛♥❞ ❡♥❞s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡✳
• ∀Xi ∈ G✱ ✐❢ Pa(Xi) ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✭♦❜s❡r✈❡❞✮✱ Xi ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
✐ts ♥♦♥✲❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♥♦❞❡s ♦t❤❡r t❤❡♥ Pa(Xi)✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▼❛r❦♦✈
♣r♦♣❡rt② ✭e.g ✐❢ X3 ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ X4 ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ X1 ❛♥❞ X2✮✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❇◆ str✉❝t✉r❡s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✹ ♥♦❞❡s X1✱
X2✱ X3 ❛♥❞ X4 ✇✐t❤ Pa(X3) = {X1, X2} ❛♥❞ Pa(X4) = X3✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t X1✱
X2✱ X3 ❛♥❞ X4 ❤❛✈❡ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ✇✐t❤✐♥ D1 = {x11, ..., x1n} ✱ D2 = {x21, ..., x2m}✱
D3 = {x31, ..., x3l} ❛♥❞ D4 = {x41, ..., x4k} r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐ts str✉❝t✉r❡✱
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡✳
G✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❇◆ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❧❛✇s✱
P = {P (Xi), P (Xj/Pa(Xj)}✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦❞❡s✿
• P (Xi) ✐s ❛ ♣r✐♦r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ r♦♦t ♥♦❞❡ ✭♥♦❞❡
✇✐t❤♦✉t ♣❛r❡♥ts✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✱ t❛❜❧❡ ✷✳✶ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣r✐♦r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥ts X1✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ Pr✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ X1
✷✳✷✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✷✶
• ❊❛❝❤ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P (Xj/
Pa(Xj)) ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ str❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤✐❧❞✱ Xj ✱ ❛♥❞
✐ts ♣❛r❡♥ts Pa(Xj)✳ P (Xj/Pa(Xj)) ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦r ❈♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❚❛❜❧❡s ✭CPTs✮ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ ❛ t❛❜❧❡ ♦r ♠❛tr✐①✳ ❆❣❛✐♥ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✱ t❛❜❧❡ ✷✳✷ ❞❡✜♥❡s t❤❡
CPT ♦❢ X3✳ ❚❤❡ st❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ X3 ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣❛r❡♥t st❛t❡s D1 ❛♥❞ D2✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❛❜❧❡ P (X3/X1, X2✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦❞❡
X3✳
❚❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ {X1, ..., Xn}✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❇❛②❡s t❤❡♦r❡♠ ✭❝❤❛✐♥ r✉❧❡✮✿
P (X1, X2, X3, X4) = P (X4/X3, X2, X1) · P (X3, X2, X1) ✭✷✳✶✮
= P (X4/X3) · P (X3/X1, X2) · P (X2) · P (X1) ✭✷✳✷✮
=
4∏
i=1
P (Xi/Pa(Xi)) ✭✷✳✸✮
❚❤❡ ✇❛② G ✐s ❜✉✐❧t✱ i.e. ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤ r❡s♣❡❝t✐♥❣ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦♣❡rt②✱ s✐♠✲
♣❧✐✜❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❧❛✇s ✭i.e ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✷✳✶✮ t♦ ✭✷✳✷✮✮✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ P (X1, X2, X3, X4) ❝♦♠❡s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❧♦❝❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❡r♠s✱P (Xi/Pa(Xi)) ❞✐r❡❝t❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ CPTs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❇◆ ❛❧❧♦✇s ❛ ❝♦♠♣❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❊q✉❛t✐♦♥
✷✳✸ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦s✳
✷✳✷ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❇◆s ❧✐❡s ♦♥ t❤❡✐r ❢❛st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ❡♥s✉r❡❞
❜② ❇◆s ❝❤❛✐♥ r✉❧❡✳ ❆ ❇◆ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛
❝❡rt❛✐♥ ♥♦❞❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥✿ ✭✐✮ Pr✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞
♥♦❞❡s ✭✐✐✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❈P❚s✮ ✭✐✐✐✮ ❙♦♠❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡s e ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✮ ♦♥ ❛ ♥♦❞❡ ♦r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥
t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❇◆ t❡r♠s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ❤❛✈✐♥❣ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ e1 ✐s ❛ss✉♠❡❞
✷✷
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✿ ❛ ❤❛r♠♦♥✐♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❛♥❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②
t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ X1✳ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ X4 = x4i ∈ D4 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❣✐✈❡♥ X1 = e1✿
P (X4 = x4i/X1 = e1) =
∑
X3∈D3
∑
X2∈D2
P (X4 = x4i, X3, X2, X1 = e1) ✭✷✳✹✮
=
∑
X3∈D3
∑
X2∈D2
P (x4i/X3)︸ ︷︷ ︸
❢❛❝t♦r
·P (X3/X2, e1) · P (X2) · P (e1)
✭✷✳✺✮
P (e1) ∈ [0, 1] ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣✉t ♦♥ t❤❡♠✳ 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❛ ✈❛❧✉❡ < 1 st❛♥❞s ❢♦r ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✭❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✮✳ ❚❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ P (X4 = x4i/X1 = e1) r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱
P (x4i/X3)✱ P (X3/X2, e1) ❛♥❞ P (X2) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ ❈P❚s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ X4 ✱ X3 ❛♥❞ X2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r n ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ {X1, ..., Xn}✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ki ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s✱ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✱ ♠❛② t❛❦❡ O (n · (k1 · ... · kn)) t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✱ n ✈❛❧✉❡s ♠✉st ❜❡ ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝t t❡r♠✱ ❛♥❞ ✉♣ t♦ (k1 · ... · kn) t♦t❛❧ t❡r♠s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
s✉♠♠❡❞ ✉♣✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✱ ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥✲
s✉♠✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♠❛♥② ♣r♦❞✉❝t t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✳ ❚❤❡s❡ ✇❛st❡❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s✳
❆ ❞✐s❝r❡t❡ ❇◆ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s✿
P (Q/H) =
∑
X/H
P (Q/H,X/H) ✭✷✳✻✮
❲❤❡r❡ Q = {Xi1 , ..., Xik} ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ G = {X , E} ❛♥❞ H
s♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r s❡t {Xj1 , ..., Xjk} ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ X ✳ Q ❛♥❞ H ❛r❡ ✉s✉✲
❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳ ❊①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②
✭✷✳✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s ❡①❛❝t ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❊①❛❝t ✐♥❢❡r✲
❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡❧② ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ P (Q/H)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ✉s❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ s♠❛❧❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡
♥❡t✇♦r❦s ❧✐❦❡ tr❡❡s ❛♥❞ ♣♦❧②tr❡❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❡①❛❝t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡
V ariable Elimination✱ ❛♥❞ Junction Tree ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡ ▼❈✲ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ P (Q/H✳ ▼❈✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s
❢r♦♠ G ❛♥❞ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡ P (Q/H) ❜② ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ H
❛♥❞ Q ❛❣❛✐♥st s❛♠♣❧❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❧② E✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
♠❡t❤♦❞s ✐s forward ♦r logic sampling ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❍❡♥r✐♦♥ ✶✾✽✽❪✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡✲
❝❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬◆❡❛♣♦❧✐t❛♥ ✷✵✵✸❪✳ ❍❡r❡✉♥❞❡r✱ ✇❡
✇✐❧❧ ♦♥❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ V ariable Elimination ✱ ❛♥❞ Junction Tree ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡
Junction Tree ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r ♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t✳
✷✳✷✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✭❱❊✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✳ ❍✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✭
✷✳✷✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✷✸
e.g X3 ❛♥❞ X2 ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❊❧✐♠✐♥❛t❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❡❛♥s s✉♠ ✉♣ ♦✈❡r
❛❧❧ ❢❛❝t♦rs ✭i.e t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✮ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊✈❡r② t✐♠❡ ❛ ❤✐❞❞❡♥
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✱ ♦t❤❡rs ♥❡✇ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❱❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ✭✷✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ t❤❡ ❜♦♦❦ ♦❢ ❘✉ss❡❧ & ◆♦r✈✐❣ ❬❘✉ss❡❧❧ ✫ ◆♦r✈✐❣ ✷✵✵✾❪✳
❚❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢ H✱ ❝❛♥ ❤❡❛✈✐❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❞✐♥❣
■♥♣✉t✿ ❙t❛rt ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❢❛❝t♦rs✿ P (x4i/X3) · P (X3/X2, e1) · P (X2)
❖✉t♣✉t✿ ▼❛r❣✐♥❛❧ ❢❛❝t♦rs✿ f1 · f2
✇❤✐❧❡ ✭❛ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①✐sts✮ ❞♦
✶✳ P✐❝❦ ✉♣ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ H✿ {❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❝❤♦♦s❡ X2}
✷✳ ❏♦✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ H✿ { P (X3/X2, e1) · P (X2)}
✸✳ ❊❧✐♠✐♥❛t❡✭s✉♠ ♦✉t✮ H✿ {f1(X3, e1) =
∑
X2∈D2
P (X3/X2, e1) · P (X2)}
✹✳ ▲❡ss ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✿ {P (x4i/X3) · f1(X3, e1)}
❡♥❞
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✺
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦r❞❡r ✐s ◆P✲❤❛r❞✳ ❙♦ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ tr②✐♥❣ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ ❱❊ ❜② ✜♥❞✐♥❣
t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ♥♦t ❛♥ ♦♣t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❇◆ ✇✐t❤ n ♥♦❞❡s
❛♥❞ ❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ♦❢ ✇✐❞t❤ m ✭i.e ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❢❛❝t♦r✮✱
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ O(n · exp(m)) t✐♠❡ ❛♥❞
s♣❛❝❡✳ ❆s ❱❊ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡✲r✉♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✇ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ q✉❡r②✱ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡✲s♣❛❝❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ ♠❛r❣✐♥❛❧s ✭i.e. ❢♦r n ♥♦❞❡s✮ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
O(n2 · exp(m))✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❏✉♥❝t✐♦♥ ❚r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛❧✲
✐③❡s ❱❊ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❏❚ ❝r❡❛t❡s ❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝❧✐q✉❡ tr❡❡✱ ❢r♦♠
t❤❡ ❇◆ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤❛t s✉♣♣♦rts s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢
q✉❡r✐❡s ✭✐♥❢❡r❡♥❝❡s✮ ✇✐t❤♦✉t r❡❞✉♥❞❛♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❛❧❧♦✇s t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛❧❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛t ♦♥❝❡✳
✷✳✷✳✷ ❏✉♥❝t✐♦♥ ❚r❡❡ ✭❏❚✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❚❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬▲❛✉r✐t③❡♥ ✫ ❙♣✐❡❣❡❧❤❛❧t❡r ✶✾✽✽✱ ❏❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✵❪ ✐s
❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❣r❛♣❤s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✐♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦s✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❇◆✱ t❤❡ ❝♦r❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❥✉♥❝t✐♦♥ tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❇◆ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❛❜❧❡s ❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡♥
r❡♣r❡s❡♥t ✐ts ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ clique ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✭ i.e
♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s✮✳ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❍✉❛♥❣ ✫ ❉❛r✇✐❝❤❡ ✶✾✾✻✱ ❇❛r❜❡r ✷✵✶✶❪✳
❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❏❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✹✳✶
✷✹
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✿ ❛ ❤❛r♠♦♥✐♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❛♥❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②
✐s ✉s❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳
✶✳ Moralize the graph✿ ❉✐r❡❝t ❣r❛♣❤ −→ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ + ❢♦r ❡❛❝❤ Xi✱ ♠❛rr②
Pa(Xi) ✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ▼♦r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇◆ ✷✳✶✳
▼♦r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞r♦♣♣✐♥❣ ❛r❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❡❞❣❡s ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♣❛r❡♥ts ✐❢ ♥♦t ②❡t ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳
✷✳ Triangulate the graph : ❋♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❝②❝❧❡✱ ♦❢ ♥♦ ❧❡ss t❤❛♥ ✹ ♥♦❞❡s✱ t❤❡r❡ ✐s
❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ♥♦♥✲s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❝②❝❧❡✳
❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦r❛❧✐③❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✷ (b)✳ ❚❤✉s ✐t ❝❛♥ ❜❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❇❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ♦❢ ❣r❛♣❤ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ❣r❛♣❤✳
✸✳ Form a singly−connected graph of cliques : ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t❡❞ ♠♦r❛❧✐s❡❞
❣r❛♣❤✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ (b)✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡✱ ■ts ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥
❜❡ ✇r✐tt❡♥✿
P (X1, X2, X3, X4) = P (X4/X3) · P (X3/X1, X2) · P (X2/X1) · P (X1) ✭✷✳✼✮
✷✳✷✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✷✺
❚❤✐s ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s ′ t❤❡♦r❡♠✿
P (X1, X2, X3, X4) =
P (X4, X3) · P (X3, X2, X1)
P (X3)
✭✷✳✽✮
❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢
♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✭X3❂ {X4, X3} ∩ {X3, X2, X1}✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ X3 ✐s ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ separator ♥♦❞❡✳ ■t s❡r✈❡s ❛s ♠❡ss❛❣❡✲♣❛ss✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ X4 ❛♥❞ {X2, X1}✳
❚❤❡ ❝♦r❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❏❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡♥ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❇◆ ✐♥t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
s✐♥❣❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡
❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✭❝❛❧❧❡❞ cliques✮ ♦✈❡r ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ separator ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✷✳✽✳ ■♥ t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str✉❝t✉r❡✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ tr❡❡ ♦r ❝❧✐q✉❡ ❣r❛♣❤✱ ❜♦t❤
t❤❡ ❝❧✐q✉❡s ❛♥❞ s❡♣❛r❛t♦rs ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❥✉♥❝t✐♦♥ tr❡❡✮ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ✷✳✽ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✷✳✹
(b)✿
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ✷✳✷ ❡①❛♠♣❧❡✳
❆ ❝❧✐q✉❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿∏
c
Φc(X
c)∏
s
Φs(Xs)
=
Φ({X4, X3}) · Φ({X3, X2, X1})
Φ({X3})︸ ︷︷ ︸
❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✹ ✭❜✮
✭✷✳✾✮
✇❤❡r❡ Xc ❞❡♥♦t❡s ❛ ❝❧✐q✉❡ ♦❢ ♥♦❞❡s ✭e.g. {X4, X3}✮✱Φc t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧✱ Xs t❤❡ separator ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t cliques
❛♥❞ Φs ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡W = {X3, X2, X1}✱ V = {X4, X3}
❛♥❞ S = {X3}✳ ❚❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ❝❧✐q✉❡ tr❡❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛s ✇❡❧❧ ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥t ♣r♦♣❡rt②✿∑
V/S
Φ(V) = Φ(S) &
∑
W/S
Φ(W) = Φ(S) ✭✷✳✶✵✮
Φ(S) ✐s s❛✐❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ Φ(W) ♦r ✇✐t❤ Φ(V)✳
✷✻
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✿ ❛ ❤❛r♠♦♥✐♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❛♥❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②
❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ V ✱ W ❛♥❞ S ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❛❜❧❡s ✭♠❛tr✐❝❡s✮
❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ CPTs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❇◆✿
Φ(W) = Φ({X3, X2, X1}) = P (X3/X2, X1) · P (X2) · P (X1) ✭✷✳✶✶✮
Φ(V) = Φ({X4, X3}) = P (X4/X3) ✭✷✳✶✷✮
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ S s❡r✈❡s ❛s ❛ message − passing ❜❡t✇❡❡♥ W ❛♥❞ V
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s♦♠❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✳✾✮
❛♥❞ ✭✷✳✶✵✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ V t♦ W r❡q✉✐r❡s 2 st❡♣s✿
✭❛✮ ❆ss✐❣♥ ❛ ♥❡✇ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ S ❛♥❞ s❛✈❡ t❤❡ ♦❧❞ ♦♥❡✿
Φ(S)old ← Φ(S) ✭✷✳✶✸✮
Φ(S)←
∑
V/S
Φ(V) ✭✷✳✶✹✮
✭❜✮ ❆ss✐❣♥ ❛ ♥❡✇ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦W ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢
S✿
Φ(W)← Φ(W) · Φ(S)
Φ(S)old ✭✷✳✶✺✮
❚❤❡ ♥❡✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❝❧✐q✉❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s
✭✷✳✾✮✿
Φ(V) · Φ(W) · Φ(S)
Φ(S)old
Φ(S) =
Φ(V) · Φ(W)
Φ(S)old ✭✷✳✶✻✮
❚❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❍✉❣✐♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♣❞❛t❡ ❬❍✉❛♥❣ ✫ ❉❛r✇✐❝❤❡ ✶✾✾✻❪
❛♥❞ ✐t ✐s ❧❛r❣❡❧② ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✲♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❥✉♥❝t✐♦♥
tr❡❡s✳
❖♥❝❡ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ tr❡❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡ss❛❣❡✲♣❛ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭e.g ❍✉❣✐♥ ♣r♦t♦✲
❝♦❧✮✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❏❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥❝✉rr❡❞ ❞✉r✲
✐♥❣ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❏❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st
t❤❛t ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝❧✐q✉❡✱ ❝❛❧❧❡❞ tr❡❡✇✐❞t❤
❬▼❡♥❣s❤♦❡❧ ✷✵✶✵❪✳ ■❢ t❤❡ tr❡❡✇✐❞❤ ✐s ❤✐❣❤✱ t❤❡ ❏❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ✉♥✲
s✉✐t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②
s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❏✉♥❝t✐♦♥ ❚r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
▼❛♥② ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
t❤❡ ❏❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ✜♥❞ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ❆❣❡♥❛❘✐s❦ ❬❆❣❡♥❛r✐s❦ ✶✾✾✽❪✱ ❇❛②❡s✐✲
❛▲❛❜ ❬❇❛②❡s✐❛ ❙✳❆✳❙ ✷✵✵✶❪✱ ❍✉❣✐♥ ❬❍✉❣✐♥ ❊①♣❡rt ❆✴❙ ✶✾✽✾❪✱ ◆❡t✐❝❛ ❬◆♦rs②s ✶✾✾✺❪
❡t❝✳ ❍❡r❡✉♥❞❡r✱ ◆❡t✐❝❛ ❆P■ ✭◆❡t✐❝❛ ❏❛✈❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡✱ ❧❡❛r♥
❇◆ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
✷✳✸✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✷✼
✷✳✸ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s
❆ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ 3 ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣❤❛s❡s✿
✶✳ ■❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s✿
• ◗✉❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉ts✿ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❤♦s❡
♠♦❞❛❧✐t✐❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭e.g. r✐✈❡r
❞✐s❝❤❛r❣❡✮✳
• ❊✈✐❞❡♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ✭♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s✮ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✭e.g. ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥♣✉t ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧✮✳
• ■♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♥♦❞❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ q✉❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭e.g. s♥♦✇ ♠❡❧t ♦r ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss✮✳ ■♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡ t❤❛t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ❇◆s
❢r♦♠ ◆❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ❇◆ str✉❝t✉r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ✐♥♣✉ts t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✉t♣✉ts✳ ❙✉❝❤ t❤✐♥❣
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❜❧❛❝❦
❜♦①❡s✳
✷✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ✭❡❞❣❡s✮ ✿ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♥s✇❡r✐♥❣ t❤❡ q✉❡st✐♦♥✿ ❢♦r
❡❛❝❤ Xi s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ✇❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡t t♦ r❡❣❛r❞ ❛s ✐ts ❞✐r❡❝t
❝❛✉s❡s ✭♣❛r❡♥ts✮✳
✸✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ CPTs✿ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡
❇◆ CPTs ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧❧②
❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
• CPTs ❝❛♥ ❜❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❢r♦♠
s❝✐❡♥t✐✜❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
• CPTs ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐❝✐t❡❞ ❢r♦♠ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❜❡❧✐❡❢ ♦r ❡①♣❡rt✐s❡✳
• CPTs ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ✭✈✐❛ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✮ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥
❜❡ s♦♠❡ r❡❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧❧❡❞ s②st❡♠ ♦r ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r
♠♦❞❡❧ ✭e.g. ❧❡❛r♥ CPTs ❢r♦♠ ❞❛t❛ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧
♠♦❞❡❧✮✳
✷✳✸✳✶ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡✱ G = {X , E}✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✱ ✇❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭CPTs✮ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ s♦♠❡ ❞❛t❛ D =
{dij , (i, j) ∈ [[1; 4]]× [[1;N ]]} ✇✐t❤ dij ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xi ❛♥❞ N t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ s❡t ✭t❛❜❧❡ ✷✳✸✮✳
❆ ❧✐♥❡ ♦❢ ❞❛t❛ s❡t t❛❜❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝❛s❡✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦r ❛ ✉♥✐t✳❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛
s❡t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❆ ❞❛t❛ s❡t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ X ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s s❛✐❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❆
✈❛r✐❛❜❧❡✱ Xi ✐s ❝❛❧❧❡❞ hidden ♦r latent ♥♦❞❡ ✐❢ ❛❧❧ ✐ts ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ✭
✷✽
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✿ ❛ ❤❛r♠♦♥✐♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❛♥❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②
❈❛s❡ X1 X2 X3 X4
✶ d11 d21 d31 d41
✷ d12 d22 d32 d42
✸ d13 d23 d33 d43
✳
✳
N
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✕ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✳
i.e. dij =
′?′ , ∀j✮✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ PeD(α)✱ ♦❢ ❛ complete ❞❛t❛ s❡t D ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
PeD(α)
def
=
Nc(α)
N
✭✷✳✶✼✮
❲❤❡r❡ Nc(α) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛s❡s ✐♥ D s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛♥ ❡✈❡♥t α✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ {X1, X2} t❛❦❡ s♦♠❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s✱{d1k, x2k} ✐♥ t❤❡
❞❛t❛ s❡t✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♥♦❞❡ Xi ∈ G✱ ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❡♥ts✱ Pa(Xi) = U ✱ ΘXi/U ❞❡♥♦t❡s t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ Xi ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② ✐ts ♣❛r❡♥ts ♦r s✐♠♣❧② ✐ts CPT ✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s Xi = xi ❛♥❞ U = u ✭i.e. ❡st✐♠❛t❡ θx/u)
✷✳✸✳✶✳✶ ❈❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ s❡t
■❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐s complete✱ θx/u ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❞❛t❛ s❡t✿
θx/u ≃ PeD(x/u) =
Nc(x, u)
Nc(u)
✭✷✳✶✽✮
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ Nc(x, u) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✽ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s
The counting algorithm✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s θx/u ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❜② ♣❡r❢♦r♠✲
✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✱ ❜✉t t❤❡② ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ s❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ Nc(x, u) ✐s asymptoically Normal ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ Pe(x/u) ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
✭❬❉❛r✇✐❝❤❡ ✷✵✶✶❪✱❝❤❛♣t❡r 17✮ ✿
Pe(x/u)(1− Pe(x/u))
N · Pe(u) ✭✷✳✶✾✮
❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ θx/u ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❞❛t❛ s❡t ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ s✐③❡✳ ❇✉t ✐❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
Pe(u) ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡
❤✐❣❤ ❛♥❞ P❡✭①✴✉✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ zero counts✳
❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦r t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s Θ ❢♦r ❛ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡
G ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
L(Θ/D) def=
N∏
1
PΘ(ci) ✭✷✳✷✵✮
❲❤❡r❡ ci ✐s t❤❡ it❤ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✱ PΘ(ci) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ci ❣✐✈❡♥
t❤❡ str✉❝t✉r❡ G ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s Θ✳ ❚❤❡ ❜❡st ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡
✷✳✸✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✷✾
t❤❡♥ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ L(Θ/D)✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ complete ❞❛t❛ s❡t✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❡st✐♠❛t❡s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❡st✐♠❛t❡s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡
t❤✐s ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✿
Θ∗ = argmax
Θ
L(Θ/D) If θ∗x/u = PeD(x/u). ✭✷✳✷✶✮
Θ∗ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞
❜② Θml✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ complete ❞❛t❛✱ Θml ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛s ✇❡❧❧ t❤❡ KL✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
✭❛♣♣❡♥❞✐① ✼✳✶✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ {G, Θ} ✲❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ PΘ(X ) ✲ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ PeD(X )✿
Θml = argmax
Θ
L(Θ/D) = argmin
Θ
KL(PeD(X ), PΘ(X )) ✭✷✳✷✷✮
❙✐♥❝❡ ML ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ G ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ s❡t D✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐✲
❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ G ❛♥❞ D✳ ❚❤✉s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ G ❣✐✈❡♥
D ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
L(G/D) def= L(Θml/D) ✭✷✳✷✸✮
■♥ ✇❤✐❝❤ Θml ❛r❡ t❤❡ ML ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ G ❛♥❞ D✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥✷✳✷✸ ✐s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ s❝♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦
str✉❝t✉r❡✳
✷✳✸✳✶✳✷ ❈❛s❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ s❡t
■♥ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t D ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱ t❤❡♥ Θ ♦❢ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ str✉❝t✉r❡ G
❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ♠❡t❤♦❞
❬▲❛✉r✐t③❡♥ ✶✾✾✺❪✳ ❆ss✉♠❡✱ ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② {X,Pa(X)} ∈ G ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡ θkx/u ❛t st❡♣ k✱ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
θk+1x/u =
N∑
i=1
Pθk(xu/ci)
N∑
i=1
Pθk(u/ci)
✭✷✳✷✹✮
θk+1x/u ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡ θkx/u✳
N∑
i=1
Pθk(xu/ci) ♠❡❛♥✐♥❣ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ci✱
t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r t❤❡ ❢❛♠✐❧② XU ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ci ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥
❡✈✐❞❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐t❡r❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛ s❡t ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r t❡r♠
♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛r❣✐♥❛❧✐s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦✈❡r x✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❊▼ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ss✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿
L(Θk+1/D) ≥ L(Θk/D) ✭✷✳✷✺✮
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❜❡tt❡r ♦r t❤❡
s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✳
✸✵
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✿ ❛ ❤❛r♠♦♥✐♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❛♥❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②
■♥♣✉t✿
G✿ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s XU ✳
Θ0✿ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ G✳
D✿ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❡t ♦❢ s✐③❡ N ✳
❖✉t♣✉t✿ ▼▲ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s Θml = Θk
k ← 0✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② XU
✇❤✐❧❡ Θk 6= Θk−1 ❞♦
mxu ← 0 ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ xu
❢♦r i← 1 t♦ N ❞♦
❢♦r ❡❛❝❤ xu ❞♦
mxu = mxu + Pθk(xu/ci)︸ ︷︷ ︸
requires inference on {G,θk}
❡♥❞
❡♥❞
θk+1x/u =
mxu∑
x
mxu
k ← k + 1
❡♥❞
r❡t✉r♥ Θk
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✿ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭G, Θ0, D✮
❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✱ mxu✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② XU r❡q✉✐r❡s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❚♦
❞♦ t❤✐s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❏✉♥❝t✐♦♥ ❚r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❣❡t ❛❧❧ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s ❡❛❝❤ t✐♠❡
❛ ❞❛t❛ ❝❛s❡✱ ci✱ ✐s s❡t ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢❛st✐❞✐♦✉s ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ s✐♥❝❡ ❱❊ ❤❛s t♦ ❜❡ r✉♥ ❢♦r ❡❛❝❤
❞❛t❛ ❝❛s❡✱ ci✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② {XU}✳
✷✳✸✳✷ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❇◆ str✉❝t✉r❡
▼❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❇◆
❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❛❞❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst
❝❛t❡❣♦r②✱ ❝❛❧❧❡❞ s❝♦r❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛tt❡♠♣t t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ ❇◆ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✜t t❤❡ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ s❝♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧✐❦❡ ❑▲✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ✼✳✶
❬❈❛♠♣♦s ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛t❡❣♦r②✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✉s❡ s♦♠❡
❝♦♥str❛✐♥ts s✉❝❤ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ str✉❝t✉r❡
❬❙❝✉t❛r✐ ✷✵✶✼❪✳ ❆ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ s❝♦r❡ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥
❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❬❚s❛♠❛r❞✐♥♦s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡♥❞ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳
❚❤❡ ❇◆ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s✱ ❡①✐st✐♥❣ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❖♥❧② ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✲
✇♦r❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❈P❚s✮ ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳
✷✳✹✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✸✶
✷✳✹ ❉②♥❛♠✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s
❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t ❣r❛♣❤ ✭❛ st❛t✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦✮✱ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠✲
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝②❝❧❡s ♦r ❢❡❡❞❜❛❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❛ ❇◆ ❝❛♥♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❡❞❣❡
t❤❛t st❛rts ❛♥❞ ❡♥❞s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠
st❛t❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛r❡ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐s✲
s✉❡✱ ❉②♥❛♠✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦s ✭❉❇◆s✮ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❬❉❡❛♥ ✫ ❑❛♥❛③❛✇❛ ✶✾✽✾✱
▼✉r♣❤② ✷✵✵✷❪✳ ❆ ❞②♥❛♠✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s s✐♠♣❧② ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♣✐❡s
♦❢ ❛ st❛t✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛❧❧❡❞ ❤❡r❡ elementary BN model ✳ ❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♠♦❞❡❧✱ Gt = {X t, Et}✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦❞❡ st❛t❡s ❛t t✐♠❡ s❧✐❝❡ t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ Xti ∈
X t✱ t❤❡ ♣❛r❡♥ts ♦❢ Xti ❝❛♥ ❜❡❧♦♥❣ t♦ {X t, X t−1, ..., X t−r}✱ ✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ t❡r♠✱Hidden Markov Model (HMM) or Marcov
Model✱ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥❛t❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞
♥♦❞❡s Xti ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✭i.e. ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡s✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
st❛t❡s✱ ♦t❤❡r ♥❛♠❡s✱ s✉❝❤ ❛s ▲✐♥❡❛r ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ✭❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs✮✱ ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ fisrt− order ✭r = 1✮ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✳ ❆
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ first− order ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧✳
❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❇◆✱ ❜❡s✐❞❡ ✐ts str✉❝t✉r❡✱ r❡q✉✐r❡s s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs✿
• ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s θti = P (Xti/Pa(Xti )) ✐❢ Pa(Xti ) ∈ X t✱ ❢♦r ❡❛❝❤
t✐♠❡ st❡♣✳
• ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ Θtt−r = P (X t/X t−1, ...X t−r)✱ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✲
s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s t ❛♥❞ t− r✳
✷✳✺ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s
❆s ✐ts ♥❛♠❡ s✉❣❣❡sts✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛ ❇◆ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❬❙❤❛❝❤t❡r ✫ ❑❡♥❧❡② ✶✾✽✾❪✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♦♥❡✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❇◆
s♦❢t✇❛r❡s✱ ✐s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ✭●❇◆✮✳ ❆ ●❛✉ss✐❛♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿ X = g(U1, ..., Un)+EX ✱ ✇❤❡r❡ {U1, ..., Un} = Pa(X)✱ g ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐s✲
t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ EX ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✱ ♦❢t❡♥ ●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ 0 ❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞
✸✷
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✿ ❛ ❤❛r♠♦♥✐♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❛♥❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②
❞❡✈✐❛t✐♦♥ σx✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ▲✐♥❡❛r ●❛✉ss✐❛♥ ❇◆s✱ g ✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Ui
❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥s ✭❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✻✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦✿ X = g(U1, ..., Un) + EX .
❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ X ❣✐✈✐♥❣ ✐ts ♣❛r❡♥ts✱U ✱ ❝❛♥ ❜❡ t❤✉s ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
f(x/u1, ..., un) = N(x, g(u1, ..., un), σ
2
x). ✭✷✳✷✻✮
✇✐t❤
N(x, µ, σ2)
def
=
1√
2piσ2
exp
−(x− µ)2
2σ2
✭✷✳✷✼✮
■❢✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ g ✐s ❧✐♥❡❛r✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✻✱ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞✿
fx/u = N(x, g(u1, ..., un), σ
2
x) = N(x, α0 + α1 u1+, ..., +αn un, σ
2
x) ✭✷✳✷✽✮
❆s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❇◆s✱ ❚❤❡ ❏❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥❢❡r✲
❡♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ ●❇◆s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ●❇◆❙ ✐s t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❢❡✇❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦
❧❡❛r♥❀ ❋♦r ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② {X,U}✱ θX/U = {α0, α1, ..., αn, σ2x} ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠
❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛r❡ ♥♦t ●❛✉ss✐❛♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✳ ❙✉❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✐s t♦ ✉s❡ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ tr✉♥❝❛t❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ ❝❛❧❧❡❞
▼❚❊ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡s✲
s❛r② ●❛✉ss✐❛♥s✳ ▼❚❊ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛❧❧♦✇ ♣❡r❢✉♠✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❤②❜r✐❞ ❇❛②❡s✐❛♥
♥❡t✇♦r❦s ✭ i.e. ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ♥♦❞❡s✮✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❈♦❜❜ ✫ ❙❤❡♥♦② ✷✵✵✻❪✳
✷✳✻ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦
✷✳✻✳✶ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s
❆❢t❡r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇◆ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡r✲
❢♦r♠ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❡st ✐ts ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛✐♠s t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ♥♦❞❡s ♦♥ t❛r❣❡t ♥♦❞❡ ✭ e.g. ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥✲
♣✉t ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉t✮✳ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
✷✳✻✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✸✸
V ariance Reduction(V R) ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦❞❡s ❛♥❞ Entropy Reduction
(ER) ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✭♥♦t ♥✉♠❡r✐❝❛❧✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❬◆♦rs②s ❙♦❢t✇❛r❡ ✷✵✵✾❪✳ ▲❡t
✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♥♦❞❡s X ❛♥❞ Y ❛s ♣❛rt ♦❢ ❛ ❇◆✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ◆❡t✐❝❛✲❏
❘❡❢❡r❡♥❝❡ ▼❛♥✉❛❧ ❬◆♦rs②s ❙♦❢t✇❛r❡ ✷✵✵✾❪✱ V E ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❛ ✜♥❞✐♥❣ ✭❡✈✲
✐❞❡♥❝❡✮ ❛t ♦♥❡ ♥♦❞❡ ✭e.g. ♦♥ Y ✮ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢
✐♥t❡r❡st ✭i.e. ♦♥ X✮✳ ■t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
V R = V (X)− V (X/Y ), ✭✷✳✷✾✮
✇❤❡r❡✱
V (X) =
∑
x
P (x) [Xx − E(X)]2 ✭✷✳✸✵✮
V (X/Y ) =
∑
x
P (x/y) [Xx − E(X/f)]2 ✭✷✳✸✶✮
E(X) =
∑
x
P (x)Xx ✭✷✳✸✷✮
Xx ✐s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡ x✱ P (x) t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t②✱ E(X) ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♥❡✇ ❡✈✐❞❡♥❝❡s✱ ❛♥❞
E(X/f) ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ❛❢t❡r ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ y ♦♥ Y ✳
V (X) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ❡✈✐❞❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞✳ V R r❛♥❣❡s ❢r♦♠ 0 t♦ 100% ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ Entropy Reduction(ER) ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♠✉✲
t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ X✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛r② ❞✐❣✐ts ✭bits✮✱ ❢r♦♠ ❛♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ y ♦❢ Y
❬▼❛r❝♦t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✿
ER = I(X)− I(X/Y ) =
∑
x
∑
y
P (x, y) log [P (x, y)]
P (x)P (y)
✭✷✳✸✸✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ I(X) ✐s t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ X ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ♥❡✇ ❡✈✐❞❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❛♥❞ I(X/Y )
✐s t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ X ❛❢t❡r ✐♥❢❡rr✐♥❣ ♥❡✇ ✜♥❞✐♥❣ f ❢r♦♠ Y ✳
✷✳✻✳✷ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐①
❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ t❡st t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥
♠❛tr✐①✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❡rr♦r ♠❛tr✐① ❬❑♦❤❛✈✐ ✫ ❏♦❤♥ ✶✾✾✼❪✳ ❆ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s
❛ t❛❜❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✐♥t❡r✈❛❧s ✈❛❧✉❡s ♦r ❝❧❛ss❡s✮ ❛r❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡❞
❛❣❛✐♥st ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ✭❛s ✐♥t❡r✈❛❧s ♦r ❝❧❛ss❡s t♦♦✮✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛
❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ t✇♦ ❜♦♦❧❡❛♥ ❝❧❛ss❡s positive ❛♥❞ negative✳
❲❤❡r❡ a ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛ negative ❝❧❛ss
t❤❛t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② negative ✭ i.e. ❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✮✱ b ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝♦rr❡❝t
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ positive ❝❧❛ss ✭❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✮✱ c ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
❢♦r negative ❝❧❛ss ✭tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✮ ❛♥❞ d ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
❢♦r ❛ positive ✐♥st❛♥❝❡✳
✸✹
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✿ ❛ ❤❛r♠♦♥✐♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❛♥❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②
❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ t✇♦✲❝❧❛ss❡s ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐①✳
❚❤❡ ❇◆ accuracy (AC) ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦✉t ♦❢ ❛❧❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿
AC =
a+ d
a+ b+ c+ d
✭✷✳✸✹✮
✷✳✻✳✸ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛②♦✛
❆♥♦t❤❡r s❝♦r✐♥❣ r✉❧❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s t❤❡ Spherical
Payoff (SP ) ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✳ ✶ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
❙P ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❬▼❛r❝♦t ✷✵✶✷❪✿
SP =MOAC · Pc∑
j=1
nP 2j
✭✷✳✸✺✮
✇❤❡r❡ Pc ✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ correct st❛t❡✱ Pj t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ st❛t❡ j✱ n ✐s t❤❡ st❛t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♥♦❞❡ ❛♥❞ MOAC ✐s
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r ❛❧❧ t❡st❡❞ cases✳
✷✳✻✳✹ ❖t❤❡r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❝♦r❡s
●✐✈❡♥ ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t Dval ✇❤❡r❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ s❛✈❡❞
✭e.g ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ r✐✈❡r ❞✐s❝❤❛r❣❡✮✳ ❚❤❡ ❇◆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✷✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞✲♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❤②❞r♦❧♦❣❝✐❛❧ s❝♦r❡
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ◆❛s❤✲❙✉t❝❧✐✛❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✮✱ t❤❡ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r ✭❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✶✳✷✮ ♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❡
♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❬❆rt✐❣✉❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ ❛ ♥❛✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ❡q✉❛❧s t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡
❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣✳
✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ❞✐s❝r❡t❡
❇◆s✱ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡
❜r✐❡✢② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♣❞❛t❡❞ ✭i.e. posterior✮
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❣✐✈❡♥ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✭i.e. evidences✮✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤
✷✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✸✺
❇◆ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡② ✐♥✈♦❧✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ❇◆ ❈P❚s ❛♥❞
♣♦ss✐❜❧② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❝♦r❡s✱ ✉s❡❞ ❢♦r ❇◆
s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ❇◆ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❇◆s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧✱ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✱ s♦♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ s✉❝❤
❛s s♥♦✇ ♠❡❧t ❛♥❞ ✢♦✇ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r
t♦ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r s❡❝t✐♦♥s ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ❇◆ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦r ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❝♦r❡✱ ✐s ✉s❡❞✳

❈❤❛♣t❡r ✸
❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r
✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t
❈♦♥t❡♥ts
✷✳✶ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✿ str✉❝t✉r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✷✳✷ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✷✳✷✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✭❱❊✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
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✷✳✸ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✸✳✶ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✸✳✷ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❇◆ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
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✷✳✺ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✷✳✻ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✷✳✻✳✶ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✷✳✻✳✷ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✷✳✻✳✸ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛②♦✛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✷✳✻✳✹ ❖t❤❡r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❝♦r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✸✳✶ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t
✸✳✶✳✶ Pr♦❝❡ss❡s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❛ r❛✐♥❢❛❧❧✲r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ str❡❛♠✢♦✇ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ r✐✈❡r ❛s ❛ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥
✭r❛✐♥❢❛❧❧ ❛♥❞ s♥♦✇ ♠❡❧t✮✳ ❆♥s✇❡r✐♥❣ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✇❛t❡r ✐♥♣✉ts
❛t ❡❛rt❤✬s s✉r❢❛❝❡ ✐♥t♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ✢♦✇ ♦✈❡r ❧❛♥❞ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ❡♥t❡r str❡❛♠s✱
❝❛❧❧❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ✐♥✜❧tr❛t❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ ■♥✜❧tr❛t❡❞ ✇❛t❡r
❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ ❧❛t❡r❛❧ ♣❛t❤✇❛②s ❜❡♥❡❛t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ♠♦✈❡ ❜❛❝❦ s❧♦✇❧② t♦
t❤❡ str❡❛♠s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇✳ ■♥✜❧tr❛t❡❞ ✇❛t❡r ❝❛♥ ❛❧s♦
♣❡r❝♦❧❛t❡ ❞❡❡♣❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ r❡❝❤❛r❣❡ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ❛q✉✐❢❡rs✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦
r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ s♦✐❧ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ r❡t✉r♥ ❧❛t❡r t♦ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❜② ❡✈❛♣♦tr❛♥s♣✐r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ r✉♥♦✛ ✭s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇ ❛♥❞ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇✮ ✐s ❛❢t❡r✇❛r❞s tr❛♥s❢❡rr❡❞✱
✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t
t❤r♦✉❣❤ ❤✐❧❧s❧♦♣❡s ❛♥❞ str❡❛♠s ♥❡t✇♦r❦✱ t♦ t❤❡ ♦✉t❧❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡❛✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥tr♦❧✲
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ s♦♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳
❧✐♥❣ t❤❡ ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❜✉✐❧t ❢♦r
❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✳
✸✳✶✳✶✳✶ ❲❛t❡r s✉♣♣❧②
❋❧♦♦❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ✭Pt✮ ✐♥t♦ s♥♦✇ ✭Ps✮
♦r r❛✐♥ ✭Pl✮✳ ❚❤✐s s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ✇❛t❡r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r
❞✐r❡❝t r✉♥♦✛ ❛♥❞ s♦✐❧ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✱ ♦r ✐❢ ✐t ✐s st♦r❡❞ ❛s s♥♦✇♣❛❝❦ ✭Sp✮ ❛♥❞ ♠❡❧t❡❞ ❧❛t❡r
✭Sm✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞♦♠✐♥❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ ❜♦t❤ s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❛✐♥✴s♥♦✇ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♥♦✇♣❛❝❦✳
❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s♦✐❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ ❝❧♦✉❞s ❬❑✐❡♥③❧❡ ✷✵✵✽❪✳ ▼❛♥②
s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✉t t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛r❡✿
• ■❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭T ✮ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛② ❞♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦✉❞s t♦ t❤❡
❣r♦✉♥❞✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s♥♦✇ Ps✳
• ❲❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❣r♦✉♥❞✱
t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❧✐q✉✐❞ ✭Pl✮ ❛s t❤❡② r❡❛❝❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦t❤❡r ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛② ❛❧s♦ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡✱ s✉❝❤ ❛s t②♣❡ ♦❢ ❝❧♦✉❞s✱
❛✐r ♠❛ss ♠♦✈❡♠❡♥t✱ ❤✉♠✐❞✐t②✱ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❧❛t✐t✉❞❡s ❬❯❙❆❈❊ ✶✾✺✻❪✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
✸✳✶✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t ✸✾
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ▼❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❛✐♥✴s♥♦✇ ❛♥❞ s♥♦✇♣❛❝❦
❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
♠❛♥② ❢❛❝t♦rs ♥♦t ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❛s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ❢❛❝t♦r✳
❚❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♥♦✇ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ❢♦r♠s t❤❡ s♥♦✇✲
♣❛❝❦ ✭Sp✮✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♥♦✇♣❛❝❦ r❡q✉✐r❡s ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ s♥♦✇ ♠❡❧t✳ ❙♥♦✇ ♠❡❧t ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ♠❛♥② ❤❡❛t tr❛♥s✲
❢❡rs ❜❡t✇❡❡♥ s♥♦✇♣❛❝❦ ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭s✉r❢❛❝❡ s♦✐❧ ❛♥❞ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✮✳ ❚❤❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡s❡ tr❛♥s❢❡rs ❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ✭❢♦r❡st✴ ❝❧❡❛r✐♥❣✱ ❧♦✇✲❛❧t✐t✉❞❡✴
❤✐❣❤✲❛❧t✐t✉❞❡ ③♦♥❡s✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ t✐♠❡ ✭st❛rt✐♥❣✴❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ♠❡❧t✱ ❞❛②✴♥✐❣❤t✱ ❡t❝✮✳ ❆❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❑✉✉s✐st♦ ✭✶✾✽✻✮✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥s ✭s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ ✇❛✈❡ r❛❞✐❛t✐♦♥s✮ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛✐r ❤✉♠✐❞✐t②✮ ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣
t❤❡ s♥♦✇♣❛❝❦ ♠❡❧t✿ r❛❞✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♣r♦t❡❝t❡❞ s✐t❡s ✭❢♦r❡sts✮ ♦♥ ❝❧❡❛r
❞❛②s ✇❤✐❧❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♣r❡♣♦♥❞❡r❛♥t ✐♥ ♥♦♥✲♣r♦t❡❝t❡❞ s✐t❡s ♦♥ ❝❧♦✉❞②
♦r r❛✐♥② ❞❛②s✳
❆t t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t s❝❛❧❡✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❝❛t❝❤♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ s♥♦✇♣❛❝❦✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❤②s✐♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t♦♣♦❣r❛♣❤②
✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ s♥♦✇♣❛❝❦❀ t❤❡ ❛tt✐t✉❞✐♥❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞
♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ❡♥❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♥♦✇ ✐♥ ❤✐❣❤✲❛❧t✐t✉❞❡s ③♦♥❡s✳ ❚❤❡
✇✐♥❞✱ ❢♦r ✐ts ♣❛rt✱ tr❛♥s♣♦rts ♠❛ss ♦❢ s♥♦✇ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✐ts r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❝❛t❝❤♠❡♥t ♣❤②s✐♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛❝❝❡♥t✉❛t❡s
t❤❡ s♥♦✇ ❝♦✈❡r ❞✐s♣❛r✐t✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❧✐❦❡❧② ✜♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞
st❛❜❧❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♥♦✇ ✐♥ ❞❡♣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ❡①♣♦s✉r❡ ✭t♦♣♦❣r❛♣❤②✮ ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡s t❤❡ s♥♦✇ ♠❡❧t✐♥❣ ✭❢❛st❡r ✐♥ s♦✉t❤✲❢❛❝✐♥❣ t❤❛♥ ♥♦rt❤✲❢❛❝✐♥❣ ❛s♣❡❝ts✮✳ ❙t❡❡♣
❛s♣❡❝ts ♣r♦♠♦t❡ s♥♦✇ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡s ❛♥❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♥♦✇ ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ✭❣r♦✉♥❞ ❝♦✈❡r✮ ♣r♦t❡❝ts t❤❡ s♥♦✇♣❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐♥❞ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ♣♦✲
✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t
t❡♥t✐❛❧ ❡✛❡❝t ♦♥ s♥♦✇ ❝♦✈❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
✸✳✶✳✶✳✷ ❘✉♥♦✛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❚❤❡ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭I✮ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❤②❞r♦❧♦❣②✳ ■t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡
♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥✜❧tr❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t♦♣ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ s♦✐❧ ❛♥❞ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥t❧② ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ❞✐r❡❝t r✉♥♦✛ ✭s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
✢♦✇ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ s♦♠❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ✭✇❛t❡r s✉♣♣❧②✱ Pe✮✱ ♠❛♥② ❢❛❝t♦rs ❛✛❡❝t✐♥❣
str♦♥❣❧② ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✸✮ ❬❘❡❣✐str❛r ✫ ▼❛❤❛r❛s❤tr❛ ✷✵✶✸❪✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❑❡② ♣❤②s✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭I✮✳
• ❘❛✐♥ ✐♥t❡♥s✐t②✿ r❛✐♥❞r♦♣s ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ s♦✐❧ ❝r✉st✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② r❡❞✉❝❡ s♦✐❧
✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t②✳
• ❙♦✐❧ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✿ r❛✐♥❞r♦♣s ✭s♦✐❧ ❝r✉st✐♥❣✮ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛♥t❤r♦♣✐❝ ❢❛❝t♦rs ✭s♦✐❧
t✐❧❧❛❣❡✱ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♦❢ s♦✐❧ ❜② ♠❛❝❤✐♥❡s✮ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✐❧ str✉❝✲
t✉r❡ ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡ ❛♥❞ ❞❡♥s❡ ❧❛②❡r ❛t t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢
s♦✐❧✳ ❙✉❝❤ ❧❛②❡r ♣r❡✈❡♥ts ✇❛t❡r ❢r♦♠ ✐♥✜❧tr❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s ❞✐r❡❝t r✉♥♦✛✳
• ❙♦✐❧ ❞❡♣t❤✿ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ✇❛t❡r✲❤♦❧❞✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✐❧✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❢♦r t❤❡
s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ s♦✐❧✱ ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✐❧ ❞❡♣t❤s ❤♦❧❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ✇❛t❡r ❝♦♥tr❛r② t♦ ❧♦✇
♦♥❡s✳
• ❙♦✐❧ ♠♦✐st✉r❡✿ s♦✐❧ ♠♦✐st✉r❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❛ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ r❛t❡ ♣r♦✜❧❡ ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ s♦✐❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✭❞r② ♦r s❛t✉r❛t❡❞✮✳
• ●r♦✉♥❞ ❝♦✈❡r✿ t❤❡ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❜② s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ✢♦✇
✇❛t❡r ❛t s♦✐❧ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ✐t ♠✉❝❤ t✐♠❡ t♦ ♣❡♥❡tr❛t❡ ❞♦✇♥ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ s♦✐❧✳ ■t ❛❧s♦ ♣r♦t❡❝ts t❤❡ s♦✐❧ ❢r♦♠ ❝r✉st✐♥❣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r♦♦t
s②st❡♠ ✱ t❤❡ s♦✐❧ ✐♥✜❧tr❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳
• ❙♦✐❧ t②♣❡✿ ✭str✉❝t✉r❡✱ t❡①t✉r❡✱ ♣♦r♦s✐t②✮✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s♦✐❧ ♠❛tr✐①
❛✛❡❝t ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❜s♦r❜ ✇❛t❡r ✇❤✐❝❤
✐♥ t✉r♥ ❞r✐✈❡s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
✸✳✶✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t ✹✶
• ❚♦♣♦❣r❛♣❤②✿ st❡❡♣ s❧♦♣❡s ❢♦r ✐ts ♣❛rt r❡❞✉❝❡ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♠♦t❡ r✉♥♦✛
✢♦✇s✳
P❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥✜❧tr❛t❡❞ ✇❛t❡r ✢♦✇s ❧❛t❡r❛❧❧② ✐♥ t❤❡ t♦♣ s♦✐❧ ❧❛②❡r ❛♥❞ ❡①✜❧tr❛t❡s t❤r♦✉❣❤
❞r❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤✐s ✢♦✇ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♠✲
♣❡r♠❡❛❜❧❡ s❤❛❧❧♦✇ ❧❛②❡rs ❢❛✈♦✉rs t❤✐s ✢♦✇✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇❛❝❤♠❛✐r ✭✷✵✶✷✮✱ t❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ st❛t✐❝ ❢❛❝t♦rs
✭s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❜❡❞r♦❝❦ t♦♣♦❣r❛♣❤②✮ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♦♥❡s ✭s♦✐❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s♦✐❧ ♠♦✐st✉r❡
❛♥❞ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ✭❣r♦✉♥❞ ❝♦✈❡r✮✮✳
✸✳✶✳✶✳✸ ❊✈❛♣♦tr❛♥s♣✐r❛t✐♦♥
❊✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♣✐r❛t✐♦♥ ♦❝❝✉r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❛s② ✇❛② ♦❢
❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
❡✈❛♣♦tr❛♥s♣✐r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❝r♦♣♣❡❞ s♦✐❧ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❡♥❡r❣② s✉♣♣❧✐❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝r♦♣ ✭✈❡❣❡t❛✲
t✐♦♥✮ ✐s s♠❛❧❧✱ ✇❛t❡r ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛t❡❧② ❧♦st ❜② s♦✐❧ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♦♥❝❡ t❤❡ ❝r♦♣ ✐s
✇❡❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦✈❡rs t❤❡ s♦✐❧✱ tr❛♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦✲
❝❡ss✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦rs ❛✛❡❝t✐♥❣ ❡✈❛tr❛♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛✐r ❤✉♠✐❞✐t②✱
✇✐♥❞ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ ❝♦✈❡r ❬❩❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪✳
✸✳✶✳✶✳✹ ❘✉♥♦✛ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥
❆t ❛ ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡ ✭❤♦♠♦❣❡♥♦✉s s♠❛❧❧ ③♦♥❡✮✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ r✉♥♦✛ ✢♦✇ ✭s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇ ❛♥❞
s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇✮ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t❧❡t ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ③♦♥❡ ❛♥❞ t❤✉s t♦ t❤❡ ✐♥❧❡t
♦❢ ❞♦✇♥str❡❛♠ ③♦♥❡s✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ r✐✈❡r str❡❛♠s ❛♥❞ ❤✐❧❧s❧♦♣❡s✳
❉✐r❡❝t✐♦♥✱ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤✐s ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♠❛♥② ❢❛❝t♦rs✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡
❝❧❡❛r❧② t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✐s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ❢❛❝t♦r✳ ❙t❡❡♣ s❧♦♣❡s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ✢♦✇ s♣❡❡❞
❛♥❞ ✇❛t❡r tr❛♥s❢❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❣r♦✉♥❞ ❝♦✈❡r ✭✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s♦❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✢♦✇ s♣❡❡❞✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡
str❡❛♠s ✭r✐✈❡r str❡❛♠s ♦r ❤✐❧❧s❧♦♣❡✱ ❞❡♣t❤✱ ✇✐❞t❤✱ ❡t❝✳✮ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡
tr❛♥s❢❡r ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇s✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ✇❛t❡r t❤r♦✉❣❤ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡rs ✭s✉❜s✉r❢❛❝❡
✢♦✇s✮ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② s♦✐❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ✭t❤r♦✉❣❤ ✐ts r♦♦t s②st❡♠✮✱ s♦✐❧
♠♦✐st✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ s✉♠♠❛r✐③❡s ❞♦♠✐♥❛♥t
❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ r✉♥♦✛ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❜♦t❤ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇s ❢r♦♠ ♦♥❡
③♦♥❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳
✸✳✶✳✶✳✺ ❇❛s✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛t ❛ ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡
❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝t♦rs ❛✛❡❝t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ❣✐✈❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛✉s❛❧ ❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡
❢♦r ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✺✮✳ ■t ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
str✉❝t✉r❡✳
❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✶✳
✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ▼❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ r✉♥♦✛ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❆ ❝❛✉s❛❧ ❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡ ✭❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧✮ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❛t ❛ ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡✳
✸✳✶✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t ✹✸
❱❛r✐❛❜❧❡ ✭♥♦❞❡✮ ▼♦❞❛❧✐t② ✭♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡ ✈❛❧✉❡s✮
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭T ✮ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ ◦ C
❚♦t❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ P ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ [L ] ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r
▲✐q✉✐❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ✭Pl✮ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ [L ]
■♥✜❧tr❛t✐♦♥ ✭I✮ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ [L · T−1 ]
❙♥♦✇♣❛❝❦ ✭Sp✮ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ [L ] s♥♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❙♥♦✇ ♠❡❧t ✭Sm✮ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ [L · T−1 ]
❊✈❛♣♦tr❛♥s♣✐r❛t✐♦♥ ✭EV P ✮ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ [L · T−1 ]
❙✉r❢❛❝❡ ✢♦✇ ✭Qd✮ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ [L
3 · T−1 ]
❙✉❜s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇ ✭Qs✮ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ [L
3 · T−1 ]
❘❛❞✐❛t✐♦♥s ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ [Watt · L−2 ]
❆✐r ❤✉♠✐❞✐t② ❉✐s❝r❡t❡ ✭❧♦✇✱ ♠♦❞❡r❛t❡✱ ❤✐❣❤✮
❚♦♣♦❣r❛♣❤② ✭s❧♦♣❡✮ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ [L/L ]
❲✐♥❞ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ [L · T−1 ]
●r♦✉♥❞ ❝♦✈❡r ❉✐s❝r❡t❡✿ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ❤❡✐❣❤ts ✭❧♦✇✱ ♠❡❞✐✉♠✱ ❤✐❣❤✮
❘❛✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❉✐s❝r❡t❡ ✭ ❧✐❣❤t✱ ♠♦❞❡r❛t❡✱ str♦♥❣✮
❙♦✐❧ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ✭❧♦✇✱ ♠♦❞❡r❛t❡✱ ❤✐❣❤✮
❙♦✐❧ ❞❡♣t❤ ❉✐s❝r❡t❡ ✭❧♦✇✱ ♠♦❞❡r❛t❡✱ ❤✐❣❤✮
❙♦✐❧ ♠♦✐st✉r❡ ❉✐s❝r❡t❡ ✭❧♦✇✱ ♠❡❞✐✉♠✱ ❤✐❣❤✮
❙♦✐❧ t②♣❡ ❉✐s❝r❡t❡ ✭●r❛✈❡❧✱ ❙❛♥❞✱ ❙✐❧t✱ ❈❧❛②✮
❙tr❡❛♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❉✐s❝r❡t❡✿ ✭ r✐✈❡r str❡❛♠s✱ ❤✐❧❧s✐❞❡s✮
❯♣str❡❛♠ ✇❛t❡r s✉♣♣❧② ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ [L3 · T−1 ]
❉♦✇♥str❡❛♠ ✇❛t❡r s✉♣♣❧② ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ [L3 · T−1 ]
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ P♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞❡❧ ♥♦❞❡s✳ [L] ❛♥❞ [T ] ❞❡♥♦t❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t
✸✳✶✳✷ ❙♦✉r❝❡s ♦❢ ❞❛t❛ ❢♦r ❈P❚s ❧❡❛r♥✐♥❣
❖♥❝❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ✜①❡❞✱ t❤❡ ❇◆ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❈P❚s✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❋♦r
❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② {node, parents(node)}✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛ ❢r♦♠
t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❜❛s✐♥✳ ●✐✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❞❛t❛ ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❇◆ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s
s✉❝❤ ❛s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✐♥ s✐t✉ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❡①♣❡rt ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✳
✸✳✶✳✷✳✶ ❲❡❛t❤❡r ❞❛t❛
❚❤❡ ✇❡❛t❤❡r ❞❛t❛ ❝❛♥ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s s✉❝❤ ❛s ✐♥ s✐t✉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
r❛❞❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ s❛t❡❧❧✐t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡✈✐s✐♦♥s✳ ■♥ s✐t✉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❤②❞r♦❧♦❣② ❝♦♠♠✉♥✐t② t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ t❡st
❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ▼❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✐♦♥s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✻✮ ❣❛t❤❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢
s❡♥s♦rs ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ✇❡❛t❤❡r ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝
✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣r❡ss✉r❡✱ ❛✐r ❤✉♠✐❞✐t②✱
✇✐♥❞② ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❛✐r ❝❤❡♠✐str②✱ ❧♦♥❣ ✇❛✈❡ ❛♥❞ s❤♦rt ✇❛✈❡ r❛❞✐❛t✐♦♥s
✢✉①❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s♥♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s s♥♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭❙❲❊✱ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇❛t❡r st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ s♥♦✇✮ ❛♥❞ s♥♦✇ ♠❡❧t✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ s♥♦✇
♠❡❧t ❣❛✉❣❡s ❛♥❞ s♥♦✇ ♣✐❧❧♦✇ ✐♥st❛❧❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ st❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❛t❛
r❡❝♦r❞s ✐♥ ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ st❛t✐♦♥ ✭◆♦r✇❛②✮ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
❢r♦♠ t❤✐s st❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞✱ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✐♦♥ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❙❛❣❡❧✈❛ ❜❛s✐♥ ✉♣✲
str❡❛♠ ❚r♦♥❞❤❡✐♠ ❝✐t② ✭♠✐❞❞❧❡ ♣❛rt ♦❢ ◆♦r✇❛②✮✳
✸✳✶✳✷✳✷ ■♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛♣♦tr❛♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❞❛t❛
❚❤❡ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥
t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠❛② st❡♠ ❢r♦♠ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t t❤❡ ❧❛❜ s❝❛❧❡✱ ✜❡❧❞
❛♥❞ ❝❛t❝❤♠❡♥t s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✭❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✐♥✲
✜❧tr❛t✐♦♥ ✈❡rs✉s t✐♠❡✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦✐❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭e.g. t❡①t✉r❡✱
✸✳✶✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t ✹✺
❉❛t❡✴❱❛r✐❛❜❧❡
Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s
✭mm✮
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡
✭◦ C✮
❘❛❞✐❛t✐♦♥s
✭W/m2✮
❙❲❊
✭mm✮
❙♥♦✇ ♠❡❧t
✭mm✮
✵✶✴✵✶✴✶✾✽✸ ✶ ✹✱✵ ✵✱✺✺ ✷✼✶ ✾✱✷✵✵✵
✵✷✴✵✶✴✶✾✽✸ ✺ ✲✷✱✹ ✵✱✺✽✼✺ ✷✺✺ ✵✱✾✵✵✵
✵✸✴✵✶✴✶✾✽✸ ✵ ✲✸✱✺ ✵✱✹✷✺ ✷✹✷ ✵✱✵✵✵✵
✵✹✴✵✶✴✶✾✽✸ ✵ ✶✱✽ ✵✱✺✽✼✺ ✷✷✻ ✵✱✶✵✵✵
✵✺✴✵✶✴✶✾✽✸ ✶ ✲✷✱✺ ✵✱✹✻✷✺ ✷✵✻ ✵✱✶✵✵✵
✵✻✴✵✶✴✶✾✽✸ ✸ ✶✱✺ ✵✱✻ ✶✽✽ ✵✱✵✵✵✵
✵✼✴✵✶✴✶✾✽✸ ✽ ✵✱✷ ✵✱✸✻✷✺ ✶✻✽ ✹✱✾✵✵✵
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❛✐❧② ❞❛t❛ r❡❝♦r❞s ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ st❛t✐♦♥✳
❜✉❧❦ ❞❡♥s✐t② ✳✳✳✮✱ s♦✐❧ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❛①♦♥♦♠✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✜❧tr❛✲
t✐♦♥ ❞❛t❛ s❡t s❤♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❜✐❣ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦✐❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡t❛❞❛t❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡s❡
❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❱❡r② r❡❝❡♥t❧②✱ ❘❛❤♠❛t✐ ❡t
❛❧ ✭✷✵✶✽✮ ❤❛✈❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛ ✈❡r② ❛♠❜✐t✐♦✉s ❛♥❞ s❛❧✉t❡❞ ✇♦r❦ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❚❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❢r❡❡ ❛❝❝❡ss ❛♥❞
❝♦✈❡rs ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢r♦♠ ✺✹ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✼✻ t♦
t❤❡ ✈❡r② ❡♥❞ ♦❢ ✷✵✶✼✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦✐❧
t❡①t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❝❧❛②✱ s✐❧t ❛♥❞ s❛♥❞ ❝♦♥t❡♥t✮✱ s♦✐❧ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✱ ❧❛♥❞ ✉s❡ ✭❛❣r✐✲
❝✉❧t✉r❡ ❧❛♥❞✱ ❜❛r❡ s♦✐❧✱ ❞r②❧❛♥❞✱ ♣❛st✉r❡ ❡t❝✳✮✱ r❛✐♥❢❛❧❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❡t❝✳ ❚❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥❡✇ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❛❜❧❡ ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞❡❧✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✱ ❝❛♥
❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❞❛t❛s❡t✳ ❙♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡
❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡✈❛♣♦tr❛♥s♣✐r❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ✐❢ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡✳ ▼❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ❡♠♣✐r✲
✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ●❡❜❧❡r
❬●❡❜❧❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪✱ ✉s❡❞ ❛ s❡t ♦❢ ✻ ❧②s✐♠❡t❡rs✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s s✐❧t②✲❝❧❛② s♦✐❧ ♣r♦✜❧❡
❛♥❞ ❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ ❣r❛ss✱ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❡✈❛♣♦tr❛♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❛t
❘♦❧❧❡s❜r♦✐❝❤ s✐t❡ ✭●❡r♠❛♥②✮✳ ❆ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❛t❛ ♦♥ ❛❝✲
t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❡✈❛♣♦tr❛♥s♣✐r❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ r✐❝❤ ❞❛t❛❜❛s❡
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ❞❛t❛ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣✳
✸✳✶✳✷✳✸ ❉❛t❛ s♦✉r❝❡ ❢♦r tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥
❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛❧s♦ r♦✉t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐s t♦ tr❛♥s❢❡r ❛♥ ✐♥♣✉t
❞❛t❛ s❡r✐❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❛t❝❤♠❡♥t ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ s❡r✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
❝❛t❝❤♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ s❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ r✉♥♦✛ ❢r♦♠ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss ✉♣str❡❛♠ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✇❛t❡r ❞❡♣t❤ ♦r ❞✐s❝❤❛r❣❡✳❖✉t♣✉t s❡r✐❡s
❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ t✐♠❡s s❡r✐❡s ❞♦✇♥str❡❛♠ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t ♦r ❛t
s♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✱
♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✉♣str❡❛♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞
✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t
❝❛t❝❤♠❡♥t✳
❍②❞r♦♠❡tr✐❝ st❛t✐♦♥s ❛ss✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r ❧❡✈❡❧ ✐♥ str❡❛♠s✳ ❚❤❡
str❡❛♠✢♦✇ ❞❛t❛ ✭❞✐s❝❤❛r❣❡✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ r❛t✐♥❣ ❝✉r✈❡s ✭✇❛t❡r ❧❡✈❡❧✲❞✐s❝❤❛r❣❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✮✳ ■♥ ❋r❛♥❝❡✱ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✇❛t❡r ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❤②❞r♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❍❨❉❘❖✮
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❙❈❍❆P■ ✭❙❡r✈✐❝❡ ❈❡♥tr❛❧ ❞✬❍②❞r♦♠été♦r♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞✬❆♣♣✉✐ ❛ ❧❛ Pr❡✈✐✲
s✐♦♥ ❞❡s ■♥♦♥❞❛t✐♦♥s✴❈❡♥tr❛❧ ❙❡r✈✐❝❡ ❢♦r ❍②❞r♦♠❡t❡♦r♦❧♦❣② ❛♥❞ ❋❧♦♦❞ Pr❡❞✐❝t✐♦♥
❙✉♣♣♦rt✮✳
✸✳✶✳✸ ❙♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✢♦♦❞ r✐s❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
✸✳✶✳✸✳✶ ❙♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❲❛t❡rs❤❡❞s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ s②st❡♠s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡② ❡①❤✐❜✐t ❛
✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡✐r ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭e.g. t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ❣r♦✉♥❞
❝♦✈❡r✱ s♦✐❧ t②♣❡ ❡t❝✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡✐r r❡s♣♦♥s❡s ✭e.g. ❦❡② ♣r♦❝❡ss ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣
r✉♥♦✛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts r♦✉t✐♥❣ ✮ t♦ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣ ✇❡❛t❤❡r ✐♥♣✉ts ✭e.g.
♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳
❆ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡rs❤❡❞ ✐s t♦ s✉❜✲
❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✇❛t❡rs❤❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♠❛❧❧❡r s✉❜✲✉♥✐ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s ♦❢
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r♦✉♥❞ ❝♦✈❡r✱ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ✢♦✇
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❡t❝✳✱ s✉❝❤ ❛s sq✉❛r❡ ❣r✐❞s ✭✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✮ ❛♥❞ s✉❜✲❝❛t❝❤♠❡♥ts ✭❢♦r ❧✉♠♣❡❞ ❛♥❞ s❡♠✐✲❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠♦❞❡❧s✮✳ ■♥
❡❛❝❤ ✉♥✐t✱ t❤❡ ❤②❞r♦❧♦❣② r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭s✉♣♣♦s❡❞
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✮ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥♣✉ts ✭e.g s♣❛t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ❛t t❤✐s
✉♥✐t✮✳ ❉❡s♣✐t❡✱ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♣✉❜✲
❧✐s❤❡❞ ✇♦r❦s ❛❜♦✉t t❤✐s s✉❜❥❡❝t✱ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t ✐s st✐❧❧ ✉♣ t♦
❞❛t❡ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥✳
❆ ❝❧❛ss✐❝ ✇❛② t♦ ❞✐✈✐❞❡ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❜❛s✐♥ ✐♥t♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✉❜✲❜❛s✐♥s ✭③♦♥❡s✮ ✐s t♦ ✉s❡
t❤❡ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝ ❘❡s♣♦♥s❡ ❯♥✐t ✭❍❘❯✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬▲❡❛✈❡s❧❡② ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✸✱ Pr❛s❛❞ ✷✵✵✹✱
❚❡s❤❛❣❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✳ ❚❤❡ ❜❛s✐♥ ✐s s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s♠❛❧❧ ❛r❡❛s ✭i.e. ❍❘❯s✮ ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡✐r ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ❊❛❝❤ ❍❘❯ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜②
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭e.g. ❡❧❡✈❛t✐♦♥✱ s❧♦♣❡✱ ❛s♣❡❝t ❡t❝✳✮✱ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭ e.g.
s♦✐❧ t②♣❡✱ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ✮ ❛♥❞ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♣r❡✲
❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✼✮✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡
♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜❛s✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ❛❧❧ ❍❘❯ ③♦♥❡s
❬❉♦♦❣❡ ✶✾✽✻❪✳
❆♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❡❛❝❤ ❍❘❯ ③♦♥❡ i ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ Emi✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❞❥❛❝❡♥t
③♦♥❡s✱ t✇♦ ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞❀ water supply upstream ♥♦❞❡ t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ✐♥t❛❦❡
r✉♥♦✛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✉♣str❡❛♠ ♥♦❞❡s ❛♥❞ water supply downstream t♦ tr❛♥s❢❡r
t❤❡ r✉♥♦✛ ♦❢ ③♦♥❡ i t♦ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ③♦♥❡s✳ ❚❤❡ r✉♥♦✛ ♦❢ ❛ ③♦♥❡ i ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
♦❢ ❛ r✉♥♦✛ ❧♦❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ Emi ❛♥❞ ❛ r✉♥♦✛ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✉♣str❡❛♠ ♥♦❞❡s✳
✸✳✶✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t ✹✼
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❆ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✇❛t❡rs❤❡❞ ✐♥t♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ③♦♥❡s✳
❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ r✉♥♦✛ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❢♦r❝✐♥❣ Emi ✇✐t❤ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡t❤♦❞✲
♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❛❧✉❡s ✭♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛✐r ❤✉♠✐❞✐t② ❡t❝✳✮ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ③♦♥❡ ✭ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♥❞ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✮ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✽✮✳
❆ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ✢♦♦❞ ❛ss❡ss♠❡♥t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❇◆ ♠♦❞❡❧ ✭Emi✮ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✉♣str❡❛♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠
③♦♥❡s✳
♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞❡❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s ③♦♥❡s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✾✮✳ ❚❤❡ water supply upstream ❛♥❞ water supply downstream
♥♦❞❡s ❡♥s✉r❡ t❤❡ r✉♥♦✛ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ③♦♥❡s✳
✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❆ ❇◆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦♦❞ ❛ss❡ss♠❡♥t ❛t ❜❛s✐♥ s❝❛❧❡✳
✸✳✶✳✸✳✷ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♥♦❞❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❛ ❉②♥❛♠✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ t✐♠❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸ r❡❣r♦✉♣s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♥♦❞❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞❡❧✳
❊❛❝❤ ❞②♥❛♠✐❝ ♥♦❞❡ ❛t t✐♠❡ st❡♣ t ✐s ❛ ❝❛✉s❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s ❛t ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡
❉②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛t t✐♠❡ st❡♣ t
❊①t❡♥❞❡❞ t✐♠❡ ❝❛✉s❛❧ r❡❧❛t✐♦♥
❙♥♦✇♣❛❝❦ ✭Stp✮ P (S
t
p/S
t−1
p , S
t−1
m , Pa
t(Stp))
❲❛t❡r s✉♣♣❧② ✭P te✮ P (P
t
e/P
t−1
e , Pa
t(P te))
■♥✜❧tr❛t✐♦♥ ✭It✮ P (It/It−1, Pat(It))
❙✉r❢❛❝❡ ✢♦✇ ✭Qtd ✮ P (Q
t
d/Q
t−1
d , Pa
t(Qtd))
❙✉❜s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇ ✭Qts✮ P (Q
t
s/Q
t−1
s , Pa
t(Qts))
❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ■❞❡♥t✐✜❡❞ ❦❡② ❞②♥❛♠✐❝ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❇◆ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞❡❧ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥
✜❣✉r❡ ✸✳✺✳
t − 1 ❛♥❞ ♥♦❞❡s ❛t t✐♠❡ st❡♣ t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❙♥♦✇♣❛❝❦ ✭Stp✮ ♥♦❞❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞
❜② t❤❡ s♥♦✇♣❛❝❦ ❛♥❞ s♥♦✇♠❡❧t ♥♦❞❡s ❛t t✐♠❡ t − 1 ✭ St−1p , St−1m ✮ ❛♥❞ ❜② ✐ts ♦✇♥
♣❛r❡♥ts ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞❡❧ ❛t t✐♠❡ t ✭Pat(Stp)✮ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✮✳
❆ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❛s✐♥ s❝❛❧❡ ❝❛♥ ❜❡
✸✳✶✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t ✹✾
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❉②♥❛♠✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❙♥♦✇♣❛❝❦
♥♦❞❡ ✭Sp✮✳
❝r❡❛t❡❞ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✮✳ ❚❤✐s ❞②♥❛♠✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛❞❞r❡ss❡s ❜♦t❤ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞
t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❜❛s✐♥s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r❝✐♥❣✳ ❆♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♠♦❞❡❧ Emti ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ r✉♥♦✛ ♦❢ t❤❡ ③♦♥❡ i ❛t t✐♠❡ st❡♣ t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠❡t❡✲
♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❛r❡❛✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ③♦♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡
r✉♥♦✛ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✉♣str❡❛♠ ③♦♥❡s✳ Emti ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ r✉♥♦✛ ❢r♦♠ ✉♣str❡❛♠ ③♦♥❡s
❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❝❛❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r✉♥♦✛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ✐ts❡❧❢ s♦♠❡
♣r♦❝❡ss❡s ✭e.g. s♥♦✇ ♠❡❧t✱ s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇✱ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇✮ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❝❛❧❡s✳
❙✉❜s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r✉♥♦✛ s♣❡❡❞
♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇✳
❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ❜❛s✐♥ ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ ❙♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❛s✐♥
s❝❛❧❡✳
❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥
✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t
✉s❡ t❤❡ t❤❡ ❖❜❥❡❝t ❖r✐❡♥t❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦s ✭❖❖❇◆✮ ❬❑♦❧❧❡r ✫ P❢❡✛❡r ✶✾✾✼✱
▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜✉✐❧t ❜② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥❡t✇♦r❦s✳
❆♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏❝❧❛ss✑ ❛♥❞ ✐ts ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏♦❜❥❡❝t✑✳ ❊❛❝❤
❝❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥♣✉t ♥♦❞❡s✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♥♦❞❡s✳ ❖♥❧② t❤❡ ✐♥♣✉ts ❛♥❞
♦✉t♣✉ts ♥♦❞❡s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝❧❛ss✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ③♦♥❡ ❛♥❞ t♦ ❛ss✉r❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛❞❥❛❝❡♥t ③♦♥❡s ❬▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❜❪✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦t ②❡t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛s
✐t st❛♥❞s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ❚❛❜❧❡s ✭❈P❚s✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥
♥❡t✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t
❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ✷ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞❡❧✿ ❲❛t❡r s✉♣♣❧② ♣r♦❝❡ss
❛♥❞ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❣✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r
❧❡❛r♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❈P❚s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❇◆ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❞❛t❛ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❇◆ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❞❛t❛✲
❞r✐✈❡♥ ❇◆ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✳
✸✳✷ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❇◆ ♠♦❞❡❧
✸✳✷✳✶ ▲❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❇◆ ❢r♦♠ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡
✸✳✶✸✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❞❛t❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❦❡② ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣
t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ r❛✇ ❛♥❞ ♥♦t ♦❢t❡♥ ❞✐r❡❝t❧②
✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❇◆ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ t❤❡♥ t♦ ❜❡ ✜❧t❡r❡❞ ❛♥❞ ♣r❡tr❡❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡
st❛rt✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇
❞②♥❛♠✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✷✱ ❛r❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣r❡tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❆t
❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥
❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❡✈❡r② ❤♦✉r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❡✈❡r② 3 ❤♦✉rs✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❛✐❧② ❞❛t❛ ❛s ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✷✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❧✐❦❡
❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❞❛② ♦❢ ❤♦✉r❧② ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ ♦❢ ❤♦✉r❧② s♥♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱
❛♥❞ ♦❢ ❤♦✉r❧② ♠❡❛s✉r❡❞ s♥♦✇♠❡❧t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛ ❢✉❧❧ ❞❛② ♦❢ ❤♦✉r❧② ♠❡❛s✉r❡❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ 3 ❤♦✉rs ♠❡❛s✉r❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
❞❛t❛ ❛r❡ ♣r❡♣❛r❡❞✱ t❤❡ ❇◆ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❧❡❛r♥✐♥❣
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇◆ ✐s ♥♦t ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛t t❤✐s st❛❣❡✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s
✜①❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❖♥❧② t❤❡ ❇◆ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ CPTS ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ■❢
t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱ t❤❡♥ t❤❡ Counting Learning ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮
✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ❇◆ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❚❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥
✭❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ ✭s❡❡ ❛❧s♦ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ ▼❛♥② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❛♠❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♥♦❞❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
✭♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭e.g. ✇✐❞t❤✱ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ ❡t❝✳✮✳
▲❛t❡r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❧❡❛r♥❡❞ ❇◆s ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
✸✳✷✳ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❇◆ ♠♦❞❡❧ ✺✶
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✕ ▲❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ ❇◆ CPTs✳
❞❛t❛✱ ❝❛❧❧❡❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣✳
❚❤❡ s❝♦r❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❇◆ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳
❖♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛②♦✛✱ ◆❛s❤✲❙✉t❝❧✐✛❡
❡✣❝✐❡♥❝② ❡t❝✳ ❆ ❇◆ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ s❝♦r❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭e.g. ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❙♥♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭❙❲❊✮ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡
✐♥♣✉ts ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭i.e. ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥s✮ ♦r
❢♦r ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ✭e.g. ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ SWE✱ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❇◆ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛✉s❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤✐s
♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ SWE✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❇◆ ❛s r❡✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞ ✭t❤❛t ✐s ❢♦r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣
❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✮ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦❛♥❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❛❜❧❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❇◆ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✇❤❡♥ ♥❡✇
❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
✸✳✷✳✷ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞❛t❛
❉❛t❛ s❝❛r❝✐t② ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✐ss✉❡ ✐♥ ❤②❞r♦❧♦❣② ❬▼♦♥t❛♥❛r✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸✱ ❨✉ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪✱
♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥ ✉♥❣❛✉❣❡❞ ❜❛s✐♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤②❞r♦✲♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦t ❛❧✲
✇❛②s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❚❤❡②
❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛❥♦r ❝❧❛ss❡s✿ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❞❛t❛
❞r✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞s✳
P❤②s✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢t❡♥ ❜✉✐❧❞ ❛ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♥♦✲❞❛t❛ ❜❛s✐♥
✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✕ ▲❡❛r♥❡❞ ❇◆s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ✉s❡ ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣✳
✭✉♥❣❛✉❣❡❞ ❜❛s✐♥✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❜❛s✐♥s ✇❤❡r❡
r❡q✉✐r❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❬❙❡r✈❛t ✫ ❉❡③❡tt❡r ✶✾✾✸✱ ▼❝■♥t②r❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡s❡
r❡❣✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❣❛✉❣❡❞ ❜❛s✐♥ ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧
r❡s♣♦♥s❡ t♦ ✐ts ❣❛✉❣❡❞ ❞♦♥♦r ♦♥❡s✳ ❙♦♠❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡
♣❤②s✐♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤♦s❡ t❤❡ ❞♦♥♦r
❜❛s✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❬●❛r❛♠❜♦✐s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪✳
❉❛t❛ ❞r✐✈❡♥ ♠❡t❤♦❞s ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❦♥♦✇♥ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ r❡❧② ♦♥ ❜❧❛❝❦✲❜♦①❡s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
s✉❝❤ ❛s ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❬❇❡s❛✇ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳
❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❤♦✇ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡
❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ s♦❢t✇❛r❡s✱ s✉❝❤ ❛s
◆❡t✐❝❛ ❬◆♦rs②s ✶✾✾✺❪✱ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ s✉♣♣♦rt t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐st✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❛❜❧❡s ♦❢
✐♥✈♦❧✈❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❇◆ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❛❜❧❡s✱
✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♠❛② s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✭❤✐❣❤❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥s✮✳ ❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡
❛ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❇◆ ❢r♦♠ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❜② tr②✐♥❣ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡
❞❡❢❡❝ts ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❧♦✇♥❡ss ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❝♦♥✲
✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X3 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s X1 ❡t X2✳ X3 = g(X1, X2)
✐s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ g✱ ♦❢ X1 ❛♥❞ X2 ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇◆ ♠♦❞❡
♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✹✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ✉s✐♥❣
▼❈✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❈P❚s ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✹ ❝❛♥ ❜❡
✸✳✷✳ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❇◆ ♠♦❞❡❧ ✺✸
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦✳
❝r❡❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
• ❱❛❧✉❡s {d1i, d2i} ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞r♦✇♥ ❢r♦♠ [x1min, x1max] ❛♥❞ [x2min, x2max]
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭e.g. ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✳
• ❆ ✈❛❧✉❡ d3i ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ g ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠
✈❛❧✉❡s {d1i, d2i}✿ d3i = g(d1i, d2i)✳
• ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s {d1i, d2i, d3i} ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ r❛✇ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ✭t❛❜❧❡ ✸✳✹✮✳
❈❛s❡ X1 X2 X3 = g(X1, X2)
✳ ✳ ✳ ✳
i d1i d2i d3i
✳ ✳ ✳ ✳
N d1N d2N d3N
❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣
▼❈✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✳
• ❚❤❡ ❈P❚s ♦❢ X1✱X2✱X3 ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t ✉s✐♥❣ t❤❡
Counting Learning ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛st s✐♥❝❡
t❤❡ Counting Learning ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ♦♥❡✲♣❛ss ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐t ♦♥❧②
♥❡❡❞s t♦ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥❝❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛t ❧♦❝❛❧
s❝❛❧❡ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t
❛ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ❝❛t❝❤♠❡♥t✳ ❚❤✐s
s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢
❜♦t❤ t❤❡ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝❛t❝❤♠❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ▲❛❝❦ ♦❢ ❞❛t❛
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❈P❚s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ♣r♦♠♣t❡❞ ✉s t♦
❛❞❛♣t t❤❡ ❇◆ str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❤❛✈❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ❛ ❇◆ ❢r♦♠ ❞❛t❛✳ ◆❡①t
❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❇◆ ❈P❚s ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳
❈❤❛♣t❡r ✹
❋❧♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛
❇❛②❡s✐❛♥✲◆❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ tr❛♥s❢❡r
❢✉♥❝t✐♦♥
❈♦♥t❡♥ts
✸✳✶ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦♦❞ r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✸✳✶✳✶ Pr♦❝❡ss❡s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✸✳✶✳✷ ❙♦✉r❝❡s ♦❢ ❞❛t❛ ❢♦r ❈P❚s ❧❡❛r♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✸✳✶✳✸ ❙♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✢♦♦❞ r✐s❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✸✳✷ ❉❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❇◆ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✸✳✷✳✶ ▲❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✸✳✷✳✷ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✹✳✶ ■♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❚r❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t tr❛♥s❢❡r ❛♥ ✐♥♣✉ts ❞❛t❛ s❡r✐❡s
♦♥ t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ s❡r✐❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡
s②st❡♠ ♦✉t❧❡t ❬❇♦① ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 3✱ tr❛♥s❢❡r
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛s ✇❡❧❧ r♦✉t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❤②❞r♦❧♦❣② t♦ tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❛♥
✐♥♣✉t ❞❛t❛ s❡r✐❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❛t❝❤♠❡♥t ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ s❡r✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ s❛♠❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ s❡r✐❡s ❝❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ r✉♥♦✛
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✉♣str❡❛♠ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t ✭e.g. Q1✱ Q2 ❛♥❞ Q3
✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✮ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✇❛t❡r ❞❡♣t❤ ♦r ❞✐s❝❤❛r❣❡✳ ❖✉t♣✉ts s❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ t❤❡
❞✐s❝❤❛r❣❡ t✐♠❡s s❡r✐❡s ❞♦✇♥str❡❛♠ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t ♦r ❛t s♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱
♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥ ✭ e.g. Qb✮✳ ❘♦✉t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❡❧
t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❣r❛♣❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛s ✇❛t❡r ♠♦✈❡s✱ t❤r♦✉❣❤ r✐✈❡rs✱ ❢r♦♠ ❛♥
✉♣str❡❛♠ t♦ ❛ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t✳
❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ r♦✉t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r
❢♦r s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❬▲✐❛♥❣ ✫ ◆❛s❤ ✶✾✽✽❪✳ ❯♥✐t ❤②❞r♦❣r❛♣❤ ✐s ❛ ❢❛♠♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
t❤❡s❡ ❧✐♥❡❛r ✢♦✇ r♦✉t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧❛r❣❡❧② ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ r❛✐♥❢❛❧❧✲r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧s ❧✐❦❡ ✐♥
●❘✲♠♦❞❡❧s ❬P❡rr✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ❛♥❞ ❍❊❈✲❍▼❙ ❬❋❡❧❞♠❛♥ ✷✵✵✵❪✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡
♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① r❛✐♥❢❛❧❧✲r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧s✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r
✺✻
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋❧♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ tr❛♥s❢❡r
❢✉♥❝t✐♦♥
r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦
♣r♦♣❛❣❛t❡ ✢♦♦❞ ✇❛✈❡s ✐♥ ♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s s✉❝❤ ❛s r✐✈❡rs ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇s
❬❊❧❤❛♥❛❢② ✫ ❈♦♣❡❧❛♥❞ ✷✵✵✼✱ ▲✐tr✐❝♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✱ ❘♦✉① ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❜❪✳
❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦❝❡ss ♦r✐❡♥t❡❞✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ r♦✉t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ✇❛t❡rs❤❡❞✳
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r
✶✲❉ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s s✉❝❤ ❛s r✐✈❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✉s❡
❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❙♦♠❡
♦❢ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡✿
• ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦♥ ❛ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳
• ❈❤❛♥♥❡❧s ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✜①❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦r
❡r♦s✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳
• ❚❤❡ ✇❛t❡r ✢♦✇ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ✢♦✇ ✭❢r✐❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ s♦✐❧ r♦✉❣❤♥❡ss✮
❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s s✉❝❤ ❛s ▼❛♥♥✐♥❣✲❙tr✐❝❦❧❡r✬s ❛♥❞ ❈❤❡③②✬s
❡q✉❛t✐♦♥✳
• ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ s✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛✱ s✉❝❤ ❛s ❣❡♦♠tr② ♦❢
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭r✐✈❡r✮ ❛♥❞ s♦✐❧ r♦✉❣❤♥❡ss✱ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✇❛t❡rs❤❡❞✳
❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❤✐st♦r✐❝
❞✐s❝❤❛r❣❡ ❞❛t❛✳
✹✳✷✳ ❘♦✉t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✺✼
✹✳✷ ❘♦✉t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥
♥❡t✇♦r❦s
❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ t❡st t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ tr❛♥s❢❡r
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ✇❛t❡rs❤❡❞ ❜❛s✐♥✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱
❇◆ ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❢❛st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❡❝❛sts ✐♥❝♦r♣♦✲
r❛t✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✐♠♣❧② t♦ ❛❞❥✉st ❇◆s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r✉♥ r❡❛❧
t✐♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✢♦♦❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✳ ❇◆s ❝❛♥ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞
s♠❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ✲✐✳❡✳ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✲ ❢r♦♠ ❞❛t❛✱ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦r ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❬❯✉s✐t❛❧♦ ✷✵✵✼✱ ❆❣✉✐❧❡r❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳ ❇◆s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✉s❡❞ ✐♥ ✢♦♦❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞✲
❡❧s ❬●❛rr♦t❡ ✫ ▼❡❞✐❡r♦ ✷✵✵✼✱ ▼❛t❤❡✉ss❡♥ ✫ ❖❧❡✲❈❤r✐st♦✛❡r ✷✵✶✺❪✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❝❛s❡
st✉❞✐❡s ✉s❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✮ ❛♥❞ ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❇◆s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭♦❜s❡r✈❡❞
❞✐s❝❤❛r❣❡s✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ tr❛✐♥ t❤❡ ❇◆s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❛t ✇❛② ❇◆s ❧❡❛r♥
❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ st✉❞✐❡❞ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❢♦r❡❝❛sts
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳
■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ❞✐s❝❤❛r❣❡✲❞✐s❝❤❛r❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡
❛t ❛ ❣❛✉❣✐♥❣ st❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❣❛✉❣✐♥❣ st❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦✛❡r❡❞ ❜② ❇◆s✳ ❆s ❛ ❝❛s❡ st✉❞②✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛ ❇◆
♠♦❞❡❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t ♦❢ ❙❛❧❛t ❇❛s✐♥ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ s♦✉t❤❡r♥
❋r❛♥❝❡✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❇◆✲❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇s
❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❇◆ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❝♦r❡s ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❇◆ ❝♦♠♠✉♥✐t②
❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ◆❛s❤✲ ❙✉t❝❧✐✛❡ ✭◆❙✮ ❝r✐t❡r✐❛ ❬◆❛s❤ ✫ ❙✉t❝❧✐✛❡ ✶✾✼✵❪ ❧❛r❣❡❧② ✉s❡❞ t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜❧❧ t❤❡ ✈♦✐❞s ✭♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✮ ✐♥ str❡❛♠✢♦✇ r❡❝♦r❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ t❤❡
s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ✇❛t❡r r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡r✈❡❞ t♦ ❛❞❥✉st ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s♦♠❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
❝❛s❡ st✉❞② ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ❛r❡ ❞r❛✇♥✳
✹✳✸ ❙t✉❞② ❛r❡❛ ❛♥❞ ❞❛t❛
✹✳✸✳✶ ❙t✉❞② ❛r❡❛
❙❛❧❛t r✐✈❡r ❜❛s✐♥✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ s♦✉t❤❡r♥ ❋r❛♥❝❡✱ ✐s ❛♥ ✉♣str❡❛♠ tr✐❜✉t❛r② ♦❢ t❤❡
●❛r♦♥♥❡ r✐✈❡r ✭✜❣✉r❡ ✹✳✷✮✳ ■t t❛❦❡s ✐t s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦rt❤ s❧♦♣❡ ♦❢ ▼♦♥t ❘♦✉❝❤✳
❆❢t❡r ❛ ✼✺ ❦♠ str❡t❝❤✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡❣✐♦♥❛❧ ♥❛t✉r❛❧ ♣❛r❦ ♦❢ t❤❡ P②r❡✲
♥❡❡s ❆r✐é❣❡♦✐s❡s✱ ✐t ✢♦✇s ✐♥t♦ t❤❡ ●❛r♦♥♥❡ r✐✈❡r ❛t ❘♦q✉❡❢♦rt✲s✉r✲●❛r♦♥♥❡ ✭❜❛s✐♥✬s
♦✉t❧❡t✮✳ ■ts ♠❛✐♥ tr✐❜✉t❛r✐❡s ❛r❡ ●❛r❜❡t ❛♥❞ ❆r❛❝ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❜❛♥❦ ❛♥❞ ▲❡③ ♦♥ t❤❡
❧❡❢t✳ ❙❛❧❛t r✐✈❡r ❜❛s✐♥ ❤❛s ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ♥❡❛r❧② 1570 km2✳ ❚❤❡ s❧♦♣❡ ✐s ❤✐❣❤ ✇✐t❤ ❛♥
❛❧t✐t✉❞❡ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ 2900 m ✐♥ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ③♦♥❡ ✭▼♦♥t✲❘♦✉❝❤✮ t♦ 300 m ✐♥
✺✽
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋❧♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ tr❛♥s❢❡r
❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣❛rt ✭❧❛t✐t✉❞❡✿ 43◦ 09′ 52′′ ◆✱ ❧♦♥❣✐t✉❞❡✿ 00◦ 58′ 26′′ ❊✮✳
❚❤❡ ❜❛s✐♥ ✐s ♠❛r❦❡❞ ❜② ❛ str♦♥❣ ♥✐✈❛❧ r❡❣✐♠❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ s♥♦✇ ✐♥ t❤❡ s♣r✐♥❣✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ▼❛♣ ♦❢ t❤❡ ❙❛❧❛t r✐✈❡r ❜❛s✐♥✳
■t ✐s ❛❧s♦ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛♥ ♦❝❡❛♥✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝❛✉s✐♥❣ ❤❡❛✈② r❛✐♥ ❛♥❞ st♦r♠s ❞✉r✐♥❣ ❆♣r✐❧
t♦ ❏✉♥❡✳ ❆ r❡❝♦r❞ s♥♦✇❢❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ r❛♣✐❞ t❤❛✇ ♠❛② ❝❛✉s❡ ✢❛s❤ ✢♦♦❞✐♥❣ ❡s♣❡✲
❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❤❡❛✈② r❛✐♥s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ s✉❝❤ ❝❛s❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ♦♥ ✶✼t❤ ❏✉♥
✷✵✶✸ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝❛✉s✐♥❣ ✈✐❝t✐♠s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♣r♦♣❡rt② ❞❛♠❛❣❡s ❛♠♦✉♥t✐♥❣ t♦
t❡♥s ♦❢ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❡✉r♦s✳
✹✳✸✳ ❙t✉❞② ❛r❡❛ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✺✾
✹✳✸✳✷ ❉✐s❝❤❛r❣❡ ❞❛t❛
❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡ ❙❛❧❛t ❜❛s✐♥ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❛♥② ❤②❞r♦♠❡tr✐❝ st❛t✐♦♥s ♠❡❛s✉r✲
✐♥❣ t❤❡ str❡❛♠✢♦✇ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛✐♥ tr✐❜✉t❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥✳ ❚❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❤②❞r♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❍❨❉❘❖✮
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❙❈❍❆P■ ✭❙❡r✈✐❝❡ ❈❡♥tr❛❧ ❞✬❍②❞r♦♠été♦r♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞✬❆♣♣✉✐ à ❧❛ Pré✈✐✲
s✐♦♥ ❞❡s ■♥♦♥❞❛t✐♦♥s✴ ❈❡♥tr❛❧ ❙❡r✈✐❝❡ ❢♦r ❍②❞r♦♠❡t❡♦r♦❧♦❣② ❛♥❞ ❋❧♦♦❞ Pr❡❞✐❝t✐♦♥
❙✉♣♣♦rt✮✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❢♦✉r st❛t✐♦♥s✱ ❘♦q✉❡❢♦rt✱
❈❛st❡❧❜❧✐❛❣✉❡✱ ❈❛③❛✈❡t ❛♥❞ ❙❛✐♥t✲▲✐③✐❡r✱ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ r♦✉t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r
❙❛❧❛t r✐✈❡r ❜❛s✐♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡s❡ st❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✉♣str❡❛♠
♦❢ t❤❡ ❙❛❧❛t ❜❛s✐♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✮✳ ❚❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❢♦r
t❤✐s st✉❞② ❛r❡ ❤♦✉r❧② ❞✐s❝❤❛r❣❡ s❡r✐❡s ❢r♦♠ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✺ t♦ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✼ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r
st❛t✐♦♥s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳
❋r♦♠ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✭❜✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ ❛ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✐♦♥s ♦❢
❙❛❧❛t✳ ✭❛✮ ❍♦✉r❧② str❡❛♠✢♦✇ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✺ t♦ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✼✳
✭❜✮ ❩♦♦♠ ♦♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ❏✉♥❡ ✶✵t❤ t♦ ❏✉♥❡ ✶✹t❤ ✷✵✵✽✳
st❛t✐♦♥ ❘♦q✉❡❢♦rt ✭❜❛s✐♥✬s ♦✉t❧❡t✮ ❛♥❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❛t t❤❡ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥s ✭❙❛✐♥t✲
▲✐③✐❡r✱ ❈❛③❛✈❡t ❛♥❞ ❈❛st❡❧❜✐❛❣✉❡✮✳ ❙✉❝❤ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✢♦✇ tr❛♥s❢❡r
✻✵
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋❧♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ tr❛♥s❢❡r
❢✉♥❝t✐♦♥
❞✉r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❧❡t ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥✳ ❋❧♦✇ tr❛♥s✲
❢❡r t✐♠❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛❧s♦ ❧❛❣ t✐♠❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇ t♦ ♠♦✈❡
❢r♦♠ ❛♥② ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r✐✈❡r ❜❛s✐♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ❢r♦♠ ♦♥❡ ✉♣str❡❛♠
❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❛♥❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡❢♦r❡ tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ❈P❚s✳
✹✳✸✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❣ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥s ❛♥❞
❘♦q✉❡❢♦rt ✉s✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛
❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ✢♦✇ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✐♦♥s ✐s ❛ ❤✐❣❤❧②
❝♦♠♣❧❡① t❛s❦✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ r✐✈❡r s❧♦♣❡✱ t❤❡
r✐✈❡r ❜♦tt♦♠ r♦✉❣❤♥❡ss✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♣❛t❤✱ t❤❡ ✢♦✇ ❞❡♣t❤ ❡t❝✳
❬●r❡❡♥ ✫ ◆❡❧s♦♥ ✷✵✵✷✱ ▼❝❈✉❡♥ ✷✵✵✾❪✳ ❍❡r❡✉♥❞❡r✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✢♦✇ t✐♠❡ tr❛♥s✲
❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘♦q✉❡❢♦rt ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❞❛t❛ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❙❡②❛♠ ✫ ❖t❤♠❛♥ ✷✵✶✹❪✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✢♦♦❞ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡✱
q ✱ ❛t t❤❡ ❘♦q✉❡❢♦rt st❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❧♦♦❦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t ❛❧❧
❘♦q✉❡❢♦rt ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♣❡❛❦s ❛❜♦✈❡ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❡❛❦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛❧❧
❞✐s❝❤❛r❣❡ ♣❡❛❦s ♦❢ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥s ❧✐❦❡❧② t♦ ❝❛✉s❡ t❤✐s ♣❡❛❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r
t❤r❡s❤♦❧❞ ❛ ✢♦♦❞ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ q = 0.1m3/s/km2 ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐✈❡❧② t♦ ❛ ✢♦♦❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ Q = 0.1 ∗ 1570 ≃ 150m3/s ❛t ❘♦q✉❡❢♦rt st❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❧❛❣ t✐♠❡s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘♦q✉❡❢♦rt✳ T10✱ T50
❛♥❞ T90 ❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ 10th ✱ 50th ❛♥❞ 90th ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
✹✳✸✳✹ ❉❛t❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✱ ❜❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ ❛♥② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❞❛t❛
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r❡♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞
s✉❝❤ ❛s t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✺✮✿
• ❋♦r♠❛tt✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✿ ❛❧❧ ❤♦✉r❧② ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ✹ st❛t✐♦♥s ❛r❡ st♦r❡❞
✐♥ ❛ t❡①t ✜❧❡✱ ❝♦❧✉♠♥ ❜② ❝♦❧✉♠♥✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ st❛t✐♦♥
✭✜❣✉r❡ ✹✳✺ ✭❛✮✮✳ ❊❛❝❤ ❧✐♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❡①t ✜❧❡ ❞❡♥♦t❡s ❛ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡
tr❛♥s❢❡r✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❘♦q✉❡❢♦rt st❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ✉♣str❡❛♠ ♣❛r❡♥ts✱ ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❜② s❤✐❢t✐♥❣ ❞♦✇♥✇❛r❞s ❡❛❝❤ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥ ❝♦❧✉♠♥ ✇✐t❤ T50
❧✐♥❡s ✭❤♦✉rs✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❘♦q✉❡❢♦rt r❡♠❛✐♥s ✐♥t❛❝t✳ T50
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✢♦✇ t✐♠❡ tr❛♥s❢❡r s❤♦✇❡❞ ✐♥ ✜❣✲
✉r❡ ✹✳✹✳ T50 ≃ 3 hours ❢♦r ❙❛✐♥t✲▲✐③✐❡r✱ T50 ≃ 2 hours ❢♦r ❈❛③❛✈❡t ❛♥❞
T50 ≃ 3 hours ❢♦r ❈❛st❡❧❜✐❛❣✉❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
❘♦q✉❡❢♦rt✱ 65, 7 m3/s✱ ❛t 03 : 00 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙❛✐♥t✲❧✐③✐❡r ❞✐s❝❤❛r❣❡
✹✳✸✳ ❙t✉❞② ❛r❡❛ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✻✶
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❋❧♦✇ t✐♠❡ tr❛♥s❢❡r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐s❝❤❛r❣❡ q = 0.1m3/s/km2 ❛t ❘♦q✉❡❢♦rt
st❛t✐♦♥✳
✻✷
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋❧♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ tr❛♥s❢❡r
❢✉♥❝t✐♦♥
❛t 00 : 00✱ t❤❡ ❈❛③❛✈❡t ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛t 01 : 00 ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❈❛st❡❧❜✐❛❣✉❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡
❛t 00 : 00 ✭✜❣✉r❡ ✹✳✺ ✭❜✮✮✳
❈❛s❡s ❙❛✐♥t✲▲✐③✐❡r ❈❛③❛✈❡t ❈❛st❡❧❜✐❛❣✉❡ ❘♦q✉❡❢♦rt
✵✶✴✵✹✴✷✵✵✺ ✵✵✿✵✵ ✺✷✱✶ ✵✱✺✺ ✷✱✵✹ ✻✺✱✽
✵✶✴✵✹✴✷✵✵✺ ✵✶✿✵✵ ✺✶✱✽ ✵✱✺✹ ✷✱✵✸ ✻✹✱✻
✵✶✴✵✹✴✷✵✵✺ ✵✷✿✵✵ ✺✶✱✶ ✵✱✺✷ ✷✱✵✷ ✻✺✱✽
✵✶✴✵✹✴✷✵✵✺ ✵✸✿✵✵ ✺✶✱✶ ✵✱✺✶ ✷✱✵✶ ✻✺✱✼
✵✶✴✵✹✴✷✵✵✺ ✵✹✿✵✵ ✺✶✱✶ ✵✱✺ ✷ ✻✸✱✹
✵✶✴✵✹✴✷✵✵✺ ✵✺✿✵✵ ✺✵✱✷ ✵✱✹✾ ✶✱✾✾ ✻✷✱✽
✵✶✴✵✹✴✷✵✵✺ ✵✻✿✵✵ ✺✵✱✷ ✵✱✹✽ ✶✱✾✽ ✻✷✱✽
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✳
✳
✭❛✮ ❯♥tr❡❛t❡❞ ❞❛t❛✳
❈❛s❡s ❙❛✐♥t✲▲✐③✐❡r ❈❛③❛✈❡t ❈❛st❡❧❜✐❛❣✉❡ ❘♦q✉❡❢♦rt
✵✶✴✵✹✴✷✵✵✺ ✵✸✿✵✵ ✺✷✱✶ ✵✱✺✹ ✷✱✵✹ ✻✺✱✼
✵✶✴✵✹✴✷✵✵✺ ✵✹✿✵✵ ✺✶✱✽ ✵✱✺✷ ✷✱✵✸ ✻✸✱✹
✵✶✴✵✹✴✷✵✵✺ ✵✺✿✵✵ ✺✶✱✶ ✵✱✺✶ ✷✱✵✷ ✻✷✱✽
✵✶✴✵✹✴✷✵✵✺ ✵✻✿✵✵ ✺✶✱✶ ✵✱✺ ✷✱✵✶ ✻✷✱✽
✵✶✴✵✹✴✷✵✵✺ ✵✼✿✵✵ ✺✶✱✶ ✵✱✹✾ ✷ ✻✷✱✽
✵✶✴✵✹✴✷✵✵✺ ✵✾✿✵✵ ✺✵✱✷ ✵✱✹✽ ✶✱✾✾ ✻✷✱✽
✵✶✴✵✹✴✷✵✵✺ ✶✵✿✵✵ ✺✵✱✷ ✵✱✹✽ ✶✱✾✽ ✻✵
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✭❛✮ ❚r❡❛t❡❞ ❞❛t❛✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ❜❡t✇❡❡♥ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❧❡t ♦❢
❙❛❧❛t ❜❛s✐♥ ✭❘♦q✉❡❢♦rt✮✳
• ❙❛♠♣❧✐♥❣✿ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✜rst st❡♣✱ ✶✵✸ ✼✼✷ ❝❛s❡s ✇❡r❡ st♦r❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ✾✸
✼✼✷ ❝❛s❡s ✭✾✵ % ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✮✱ ❢r♦♠ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✺ t♦ ❉❡❝❡♠❜❡r ✻t❤✱ ✷✵✶✺✱
❛r❡ r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ❇◆ ❈P❚s ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✶✵ ✵✵✵ ❝❛s❡s ✭✶✵ %
♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✮✱ ❢r♦♠ ❉❡❝❡♠❜❡r ✼t❤✱ ✷✵✶✺ t♦ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✼ ❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞
❛r❡ t♦t❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
✹✳✹✳ ▼♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✻✸
✹✳✹ ▼♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧❡❛r♥✐♥❣
✹✳✹✳✶ ▼♦❞❡❧ ❙tr✉❝t✉r❡
❚❤❡ ❇◆ str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤②❞r♦❣r❛♣❤✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢
❙❛❧❛t ❜❛s✐♥ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞
❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛t ❘♦q✉❡❢♦rt st❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ✢♦✇s ❛t ✸ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✻✮✳ ❚❤❡s❡ ✸ st❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
♣❛r❡♥ts ♦❢ ❘♦q✉❡❢♦rt✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♥❡❣❧❡❝ts ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡
✇❛t❡r ✐♥t❛❦❡s ❧✐❦❡ ❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r✉♥♦✛s ♦♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡
s✉r❢❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐♥✬s ♦✉t❧❡t✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤②❞r♦❣r❛♣❤✐❝
♥❡t✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳
✹✳✹✳✷ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧❡❛r♥✐♥❣
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ◆❡t✐❝❛✲❏❛✈❛ ❬◆♦rs②s ✶✾✾✺❪✳ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✹ s❤♦✇s t❤❡ st❡♣s ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❝♦❞❡✱ ✉♥❞❡r ❊❝❧✐♣s❡ ■❉❊✱ ✐s s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ✼✳✷✳
❚❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♠♣♦s❡❞
❜② ♠❛♥② ❇◆ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ◆❡t✐❝❛✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t s✉♣♣♦rt
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦❞❡s ✐s ♦❢t❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥
❇◆ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✱ t❤❡ ✉s❡rs ❝❛♥ ❡✐t❤❡r r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥s ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♣❛❝❦❛❣❡s✱ ♦r ❜② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡✐r ♦✇♥ ♦♥❡s✳
❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s s❡t ❤❡r❡ ❛r❡ s✐♠♣❧❡✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝
❤♦✉r❧② ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❞❛t❛✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛❧❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❛t ❡❛❝❤ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✐♦♥ ✭♥♦❞❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥
❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦❞❡s ✐♥t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ■❞❡❛❧❧②✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ✐♥t❡r✈❛❧s
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❇◆ ❛♥❞
✻✹
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋❧♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ tr❛♥s❢❡r
❢✉♥❝t✐♦♥
✶✳ ❉❡❝❧❛r❡ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✳
✷✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❇◆ str✉❝t✉r❡ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥♦❞❡s✳
✸✳ ❙❡t t❤❡ ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❇◆ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❛r❝s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s✳
✹✳ ■❞❡♥t✐❢② ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♠♦❞❛❧✐t② ✭ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✮✳
✺✳ ▲❡❛r♥ t❤❡ ❇◆ ❈P❚s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✳
✻✳ ❙❛✈❡ t❤❡ ❇◆ ✐♥t♦ ❛ ✜❧❡✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✿ st❡♣s t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧✳
♦♣t✐♠✐③❡ ✐ts t✐♠❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✇❛t❡r ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛t ❘♦q✉❡❢♦rt ✉s✐♥❣
t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❛t t❤❡ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥s✳ ❍♦✉r❧② ❤②❞r♦❣r❛♣❤ ❢♦r ❡❛❝❤
st❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞✐s❝❤❛r❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② ♥✉✲
♠❡r♦✉s✱ r❡q✉✐r❡ s❤♦rt❡r ✐♥t❡r✈❛❧s t♦ ❣❛✐♥ ❡♥♦✉❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
r❛♥❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✢♦♦❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ♠✉st
❜❡ ❜r♦❛❞❡♥❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡♥♦✉❣❤ ✈❛❧✉❡s✳
❆❢t❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛✲
t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❤♦✉r❧② ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r st❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡
❈♦✉♥t✐♥❣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ◆❡t✐❝❛ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♣r✐♦r
❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✉s❡s ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥❡✲♣❛ss ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
❛♠♦✉♥ts t♦ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❛ ♥♦❞❡ t❛❦❡s ♦♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❡❛❝❤
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥ts ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✽✮✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✲
✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✾✸ ✼✼✷ ❝❛s❡s ✭s❡❡ ❞❛t❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ s❡❝t✐♦♥
❛❜♦✈❡✮✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❛♥❞ ✐s
r❡❛❞② ❢♦r ✉s❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✼✮✳
✹✳✺ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✹✳✺✳✶ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s
❆❢t❡r ❝♦♠♣✐❧✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❡st✐✲
♠❛t❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ t❛r❣❡t ♦♥❡✳
■ts r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✵✵ % ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡
t❛r❣❡t ♥♦❞❡ ✐s ❘♦q✉❡❢♦rt ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ❘♦q✉❡❢♦rt st❛t✐♦♥✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽
s✉♠♠❛r✐s❡s s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s r❡s✉❧ts ♦❢ ❘♦q✉❡❢♦rt ♥♦❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳
❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❙❛✐♥t✲▲✐③✐❡r ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❘♦q✉❡❢♦rt st❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
✹✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✻✺
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❆ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ❘♦q✉❡❢♦rt st❛t✐♦♥
❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥s✳ ✭❛✮ ❈♦♠♣✐❧❡❞
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡♥t❡r❡❞ ✉♣str❡❛♠ ✭❜✮ ▼♦❞❡❧ st❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✢♦✇s ♦❢ t❤❡ ✸ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥s✳ ●r❡② ❜♦①❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t
❡✈✐❞❡♥❝❡ ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮ ✇❡r❡ ❡♥t❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡s❀ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡s
t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦❞❡ ✭❤❡r❡
❘♦q✉❡❢♦rt ♥♦❞❡✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❘♦q✉❡❢♦rt st❛t✐♦♥ t♦ ✜♥❞✐♥❣s ❛t ✉♣str❡❛♠ ♥♦❞❡s ✉s✐♥❣
✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ◆❡t✐❝❛✳ ✳
✻✻
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋❧♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ tr❛♥s❢❡r
❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❧♦❣✐❝❛❧ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❤②❞r♦❣r❛♣❤✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❙❛✐♥t✲
▲✐③✐❡r st❛t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❙❛❧❛t✬s r✐✈❡r s✉♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❧❡t ✭❘♦q✉❡❢♦rt✮✳
❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♦t❤❡r st❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦♥ s❡❝♦♥❞❛r②
tr✐❜✉t❛r✐❡s✳
✹✳✺✳✷ ▼♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❇◆ ❈P❚s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✾✵ % ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳
❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✶✵ % ✲ ✶✵✵✵✵ ❝❛s❡s✲ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✹ st❛t✐♦♥s✱
❢r♦♠ ✵✼✴✶✷✴✷✵✶✺ t♦ ✸✶✴✵✶✴✷✵✶✼✱ ✇❡r❡ ✇✐t❤❤❡❧❞ t♦ t❡st t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐ts
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❧❛t❢♦r♠✱ t❤❡ ◆❡t✐❝❛✲❏✱ t❤❡ ❏❛✈❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ◆❡t✐❝❛
✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ s❤♦✇s t❤❡
st❡♣s ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ t❡st ❛♥❞ ✉s❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡✲
✈❡❧♦♣♠❡♥t ❝♦❞❡✱ ✉♥❞❡r ❊❝❧✐♣s❡ ■❉❊✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ✼✳✸✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❘♦q✉❡❢♦rt ♥♦❞❡ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ✉♥❦♥♦✇♥✳
✶✳ ❘❡❛❞ ❛ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❇◆ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✮✳
✷✳ ●❡t t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❇◆✳
✸✳ ❚❡st t❤❡ ❇◆ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✿ ♣❡r❢♦r♠ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳
✹✳ ❯s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳
✺✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✿
• ❘❡❛❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❦♥♦✇♥ ♥♦❞❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ s❡t
t❤❡♠ ❛s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❡✈✐❞❡♥❝❡s✮✳
• ❈♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
Junction Tree (JT ) ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡
♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦❞❡s✳
• ❙❛✈❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❛ r❡s✉❧t ✜❧❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ st❡♣ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❝♦r❡s ❛❧r❡❛❞②
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✳
✻✳ ❈❧♦s❡ t❤❡ ❇◆ ♠♦❞❡❧✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✿ ❋♦❧❧♦✇❡❞ st❡♣s t♦ t❡st ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ❇◆✳
❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✜❧❡ ♦♥❡
❜② ♦♥❡ ✭✐✳❡✳ ❛ ❧✐♥❡ ❜② ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✜❧❡✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ◆❡t✐❝❛✲❏ r❡❛❞s ✐♥ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ❡①❝❡♣t❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❘♦q✉❡❢♦rt✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣✐❧❡❞
❛♥❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❘♦q✉❡❢♦rt ♥♦❞❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡s❡ ✈❛❧✲
✉❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞②✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛t ❘♦q✉❡❢♦rt ♥♦❞❡ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ s✉♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✜❧❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② s✉❝❤ ❛s ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ❬❑♦❤❛✈✐ ✫ ❏♦❤♥ ✶✾✾✼❪✱ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ P❛②♦✛
✹✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✻✼
✭❙P✮ ❬▼❛r❝♦t ✷✵✶✷❪ ❛♥❞ ◆❛s❤✲❙✉t❝❧✐✛❡ ✭◆❙✮ ❡✣❝✐❡♥❝② ❬❇❛②❡s ✶✼✻✸❪ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ▼❛t❤✲
✐♠❛t❝✐❛❧ ❜❛❝❦❣♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡s❡ s❝♦r❡s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳
❖♥❡ ✇❛② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐①✱
✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛r❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡s ✭t❛❜❧❡ ✹✳✶✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤✐s
t❛❜❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ❛❧❧ ✻✶✵ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛t ❘♦q✉❡❢♦rt st❛t✐♦♥
❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [60, 80] m3/s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇❡❧❧ 430 ❝❛s❡s ✭70.49%✮✱
172 ❝❛s❡s ✭28.19%✮ ✐♥ [40, 60]m3/s✱ ❛♥❞ ✻ ❝❛s❡s ✭1%✮ ✐♥ [80, 100]✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠♦❞❡❧
❛❝❝✉r❛❝② r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❝t❧②
♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝❤❛r❣❡s✮ ♦✈❡r ❛❧❧ t❡st❡❞ ❝❛s❡s
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■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② st❛t❡ ❛s ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ✭❝♦♥❢✉s✐♦♥
♠❛tr✐①✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❜❡❧✐❡❢ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡❛❝❤ st❛t❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❙♦♠❡ st❛♥❞❛r❞ s❝♦r✐♥❣ r✉❧❡s ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②✱ s✉❝❤
❛s s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛②♦✛✱ ❞♦ ♥♦t ❥✉st t❛❦❡ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② st❛t❡ ❛s ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜✉t r❛t❤❡r
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭❜❡❧✐❡❢ ❧❡✈❡❧s✮ ♦❢ ❡❛❝❤ st❛t❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐♥❣ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t✳
❙♣❤❡r✐❝❛❧ P❛②♦✛ ✭❙P✮✱ ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st ✉s❡❢✉❧ ✐♥❞❡①✱ ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✱ ✇❤❡r❡
1 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛ SP = 0.8796 ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ str♦♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✳
❚♦ ✜♥❞ ♦✉t ♠♦r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❞✐s❝❤❛r❣❡ r❡❣✐♠❡s ❛t ❘♦q✉❡❢♦rt st❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❛s ❛ss❡ss❡❞✱ ✉s✲
✐♥❣ q✉❛♥t✐❧❡s Q20 ❛♥❞ Q80 ✭✐✳❡✳ ❘♦q✉❡❢♦rt ♥♦❞❡ st❛t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
♥♦♥✲❡①❝❡❡❞❛♥❝❡ 0.2 ❛♥❞ 0.8 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♠❡❛♥ ❞✐s❝❤❛r❣❡✱ Qmean✱
❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t❡st❡❞ ❝❛s❡✳
Qmean✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛❧s♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
Qmean =
n∑
1
pi · qi ✭✹✳✶✮
❲❤❡r❡ qi st❛♥❞s ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❘♦q✉❡❢♦rt ♥♦❞❡ ❛♥❞ pi t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❘♦q✉❡❢♦rt ♥♦❞❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡ qi ❛❢t❡r ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡
♠♦❞❡❧✮ ❛♥❞ n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❘♦q✉❡❢♦rt ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t❡r✈❛❧✱ Q80 − Q20 ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ 10000 t❡st❡❞ ❝❛s❡s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝t❡❞ Qmean ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s
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✹✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✼✶
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❇◆✲
❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ♣r♦♣❡r❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜♦t❤ ✐♥ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✢♦✇s✳
❖✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ t❡st✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✲ ✶✵ ✵✵✵ ❝❛s❡s✲ 69, 97% ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♣♦✐♥ts
❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t❡r✈❛❧ Q80 − Q20✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ Qmean ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ◆❛s❤✲
❙✉t❝❧✐✛❡ ✭◆❙✮ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛✳ ◆❙ r❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ 1.0 ✭♣❡r❢❡❝t ✜t✮ ❛♥❞ −∞✳ ❆ ◆❙
❧♦✇❡r t❤❛♥ ③❡r♦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡
❛ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t♦r t❤❛♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛♥❞ ❣❛✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ NS = 0.8037✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ s♦♠❡ ❧♦✇❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❤✐❣❤ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✾ ❜ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ t❡♥❞s
t♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✢♦✇ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② 250 m3/s ✳ ❙✉❝❤ ❤✐❣❤ ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛s❡s✱ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s r❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
❞❛t❛s❡t ✉s❡❞ t♦ tr❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t
❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② 1, 25 % ♦❢ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛t ❘♦q✉❡❢♦rt ❡①❝❡❡❞s 250 m3/s ✭ s❡❡
✜❣✉r❡ ✹✳✼✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦❞❡ st❛t❡s✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ✈❡r② ❢❡✇
❝❛s❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✭❡①♣❡r✐❡♥❝❡✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
♠✐ss✐♥❣ ♥♦❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❝❧❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❛❜❧❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ✼✳✹✳
❋r♦♠ t❤✐s t❛❜❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ❛s ✇❡❧❧ t❤❛t s♦♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❘♦q✉❡❢♦rt ♣❛r❡♥ts
❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t
❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❇◆ ♥♦❞❡s
❤❡❛✈✐❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❈P❚s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛❝② ✭✜❣✉r❡ ✹✳✾ ✭❜✮✮✳
❆ r♦✉❣❤ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛♠❡❧✐♦r❛t❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈P❚s ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭ t❤❡r❡
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ✭✐♥t❡r✈❛❧s✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦❞❡s ✇✐❧❧ ❜❡
✇✐❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱
❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳
✼✷
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋❧♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ tr❛♥s❢❡r
❢✉♥❝t✐♦♥
✭❛✮ ❖♥ ❡❛❝❤ ❜♦①✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♠❛r❦ ✐♥✲
❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♠❡❞✐❛♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠
❛♥❞ t♦♣ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦① ✐♥❞✐❝❛t❡✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ 20th ❛♥❞ 80th ♣❡r✲
❝❡♥t✐❧❡s✳ ❚❤❡ ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥✲
❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❞ ✏+✑ ✳
✭❜✮ P❧♦t ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥ = 0.9316 ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳✉s❡ t❤❡
❢♦r❝❡ ▲✉❦❡✳ ✉s❡ t❤❡ ❢♦r❝❡ ▲✉❦❡
✉s❡ t❤❡ ❢♦r❝❡ ▲✉❦❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ❖❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❛t ❘♦q✉❡❢♦rt ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❇◆✲s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s✲
❝❤❛r❣❡s ❞❛t❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✳
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✢♦✇ ❛t ❘♦q✉❡✲
❢♦rt ❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❛t t❤❡ st❛t✐♦♥s ✉♣str❡❛♠ ✉s✐♥❣
❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❏✉♥❝t✐♦♥ ❚r❡❡ ✭❏❚✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛st ✇❤✐❝❤ ❧❡ts s♦♠❡ t✐♠❡ t♦ ✐♥t❡r✈❡♥❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
✢♦♦❞ r✐s❦ ♣r❡❞✐❝t❡❞✭i.e ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛t ❘♦q✉❡❢♦rt ❛❜♦✈❡ 150m3/s ❛s ✜①❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✮✳
❆s ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✱ t❤❡ ♠❡❛♥ tr❛♥s❢❡r t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥s ❛♥❞
❘♦q✉❡❢♦rt ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② 2.7 ❤♦✉rs ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡ ❛ ✢♦♦❞ r✐s❦ ✐s ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ ❛t ❘♦q✉❡❢♦rt ✉s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✐♥✢♦✇s ✉♣str❡❛♠✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡rs ✇✐❧❧
❤❛✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 2.7 ❤♦✉rs t♦ ❛❝t ❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♠❡❛s✉r❡s t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ ❧✐✈❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✢♦✇s ✉♣str❡❛♠ ✲✐✳❡✳ ❞✐s❝❤❛r❣❡s
❛t ❈❛③❛✈❡t✱ ❈❛st❡❧❜✐❛❣✉❡ ❛♥❞ ❙❛✐♥t✲▲✐③✐❡r✲ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ r❡❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♦❢ ✇❛t❡r ❤❡✐❣❤ts ❛t t❤❡s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ r❛t✐♥❣ ❝✉r✈❡ ♦r ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ s♦♠❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ r❛✐♥❢❛❧❧✲r✉♥♦✛ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡s❡ ✉♣str❡❛♠ s✉❜✲❜❛s✐♥s✳
✹✳✺✳✸ ❋✐❧❧✐♥❣ ♠✐ss✐♥❣ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❇◆ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ str❡❛♠✢♦✇ ❞❛t❛ ❤❛s ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦
✐♥ ❤②❞r♦❧♦❣② ❬❚❡♥❝❛❧✐❡❝ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❣❛♣s ✐♥ ❞✐s✲
❝❤❛r❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡❝♦r❞s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ✇❡ ✜♥❞ r❡✲
❣r❡ss✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❬❍❛❛♥ ✶✾✼✼✱ ❚❡♥❝❛❧✐❡❝ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❛♥❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
❬❈♦✉❧✐❜❛❧② ✫ ❊✈♦r❛ ✷✵✵✼❪✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❥♦✐♥ t❤❡s❡ ❡①✐st✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ s✐♠♣❧❡ t♦ ✉s❡✱ ♥♦t r❡q✉✐r✐♥❣ ♠✉❝❤
❞❛t❛ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥❞ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❡❛s✐❧② ✉♣❞❛t❡❞
❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❇◆✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❞❛t❛ ❛t ♦♥❡ ♦❢
✹✳✺✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✼✸
t❤❡ ✉♣str❡❛♠ st❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❙❛✐♥t✲▲✐③✐❡r✱ ❜② ✐♥❢❡rr✐♥❣✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱
♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ♦♥ ♦t❤❡r st❛t✐♦♥s✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t✱ ❛♥❞ t❤❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✏❙❛✐♥t✲▲✐③✐❡r✑♥♦❞❡ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✲ ✐✳❡✳ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✲ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ st❛t✐♦♥s✲ ✐✳❡ ❘♦q✉❡❢♦rt✱ ❈❛③❛✈❡t ❛♥❞ ❈❛st❡❧❜✐❛❣✉❡ ❛r❡
✉s❡❞✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ str❡❛♠✢♦✇ ❛t ❙❛✐♥t✲▲✐③✐❡r✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✭❛✮✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ q✉❛♥t✐❧❡s✱ Q20 ❛♥❞
Q80✱ ❛♥❞ ♠❡❞✐❛♥ str❡❛♠✢♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❛t
❙❛✐♥t✲▲✐③✐❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ❜♦①✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♠❛r❦ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ ♠❡❞✐❛♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t♦♣ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦① ✐♥❞✐❝❛t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ 20th
❛♥❞ 80th ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s✳ ❚❤❡ ♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❞ ✏+✑ s②♠❜♦❧✳
✭❛✮ ❇♦① ♣❧♦t ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❛t
❙❛✐♥t✲▲✐③✐❡r✳
✭❜✮ P❧♦t ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①✲
♣❡❝t❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥ = 0.8488 ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ❖❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❛t ❙❛✐♥t✲▲✐③✐❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❇◆✲r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
❞✐s❝❤❛r❣❡s ❞❛t❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✳
❋r♦♠✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✭❛✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❇◆ ♠♦❞❡❧✱ r❡♣r♦❞✉❝❡s ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡
❞❛t❛ r❛♥❣❡✱ ❢♦r ❧♦✇ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❢♦r ✈❛❧✉❡s
✉♥❞❡r 50 m3/s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❢♦r ♠❛♥② ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛t
❙❛✐♥t✲▲✐③✐❡r ✭♦❜s❡r✈❡❞ r❡❞ ✏+✑ ✈❛❧✉❡s✮ ❛❜♦✈❡ 100 m3/s✳✱ t❤❡ ❇◆ ♠♦❞❡❧ ❞❡t❡❝t ♦♥❧②
✸ ✈❛❧✉❡s ✭♣r❡❞✐❝t❡❞ r❡❞ ✏+✑ ✈❛❧✉❡s✮✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❇◆
♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✢♦✇ ❛t t❤✐s st❛t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❛❜❧❡ ♦❢ ❘♦q✉❡❢♦rt
st❛t✐♦♥ ✭❛♣♣❡♥❞✐① ✼✳✹✮ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ tr❛✐♥❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐❞ ♥♦t ❧❡❛r♥ ❡♥♦✉❣❤
❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤ str❡❛♠✢♦✇ ❛t ❙❛✐♥t✲▲✐③✐❡r st❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② 4, 62 %♦❢ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ str❡❛♠✢♦✇ ❛t ❙❛✐♥t✲▲✐③✐❡r
❡①❝❡❡❞s 100 m3/s✳
✹✳✺✳✹ ❈❛✈❡❛ts
❲❡ ✉s❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛s❡t✱ ✇✐t❤ ♥♦ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ✹ st❛t✐♦♥s✱ t♦ tr❛✐♥
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❈P❚s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ♦r ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ s✐t✉❛t✐♦♥
✼✹
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋❧♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥✲◆❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ tr❛♥s❢❡r
❢✉♥❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ✢♦♦❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ❜② ✉s✐♥❣ ❛❞❡q✉❛t❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦r ●r❛❞✐❡♥t ❉❡✲
❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❈❛st✐❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻❪✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♠♦st
♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ♣❛❝❦❛❣❡s ❛♥❞ t♦♦❧s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ◆❡t✐❝❛✱ s♦❢t✇❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
■t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❦❡♣t ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ❛ ♣r❡✲tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡
t✐♠❡ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❡♥ts ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✱ ❛s ❛ ❞❡❧❛②✱
✐♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥ ♦r
t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❢♦r ❈P❚s tr❛✐♥✐♥❣ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ♥♦❞❡ st❛t❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ r❛♥❣❡✱ ♠✐♥✲
✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ♥❡✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣
t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
❆ ♠❛❥♦r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❇◆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ♠♦st ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦❢t✇❛r❡s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦s ❧✐❦❡ ◆❡t✐❝❛✳
❈♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦❞❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✛❡❝t✲
✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❆ ✇❛② t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s t♦ ✉s❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❇❛②❡s✐❛♥
♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ▲✐♥❡❛r✲●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ❬▲❛✉r✐t③❡♥ ✫ ❏❡♥s❡♥ ✷✵✵✶❪✳
❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ❛ ▲✐♥❡❛r✲●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❇◆ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡
♥♦❞❡s ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✬s ♠❡❛♥ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣❛r❡♥ts✳ ❚❤❡②
❤❛✈❡ ❢❡✇❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❇◆s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❡s♣❡✲
❝✐❛❧❧② ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❣r❛♣❤s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛s
✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✇❤✐❝❤ ♦❜✈✐♦✉s❧②
❧❡❛❞ ❛s ✇❡❧❧ t♦ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳
✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ t♦
♣r❡❞✐❝t t❤❡ str❡❛♠ ✢♦✇ ❛t ❛ ❤②❞r♦♠❡tr✐❝ st❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ st❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❛❧s♦
t❡st❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ♦❢ ❤♦✉r❧② ❞✐s❝❤❛r❣❡s r❡❝♦r❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t✉r♥❡❞
♦✉t t♦ ❜❡ s✐♠♣❧❡✱ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡✛♦rt ❛♥❞ ✈❡r② ❢❛st t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r r✐s❦ ❛ss❡ss♠❡♥t ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
s❤♦✇❡❞ r❛t❤❡r ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r✐✈❡r ✢♦✇ ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t ♦❢ ❛ r✐✈❡r
❜❛s✐♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐✈❡r ✢♦✇s ✉♣str❡❛♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❧❧
❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❞❛t❛✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❧♦✇ ✢♦✇ ✈❛❧✉❡s✱ ❛t ♦♥❡ st❛t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛s✐♥ ❜② ❝❤❛♥♥❡❧❧✐♥❣ ❜❛❝❦ t❤❡ r✐✈❡r ✢♦✇ ❞❛t❛ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
st❛t✐♦♥s ♥❡❛r❜② ✳ ❖♥ t❤✐s ❜❛s✐s✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t♦♦❧
❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✢♦♦❞ r✐s❦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
r❡❝♦r❞s✱ ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❧❡ss✲❡①♣❧♦r❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❞✐r❡❝t ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳
❈❤❛♣t❡r ✺
❙♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✉s✐♥❣
❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s
✺✳✶ ❙♥♦✇ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s✿ ❛ ❦❡② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❤②❞r♦❧♦❣✐✲
❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
■♥ ♠❛♥② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ s♥♦✇♣❛❝❦ ♠❡❧t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡
♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✈❡♥ts ♦❢ t❤❡ ②❡❛r✳ ❚❤❡ s♥♦✇ ♠❡❧t s✉♣♣❧✐❡s ❞❛♠s✱ ❧❛❦❡s✱ r✐✈❡rs ❛♥❞
❣r♦✉♥❞✇❛t❡r ❛q✉✐❢❡rs t❤r♦✉❣❤ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆ r❡❝♦r❞ s♥♦✇❢❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
❛ r❛♣✐❞ t❤❛✇ ♠❛② ❝❛✉s❡ ✢❛s❤ ✢♦♦❞✐♥❣ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❤❡❛✈② r❛✐♥s✳
❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ ✢♦♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❛st❛t✐♥❣ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ r✐s❦
✐s ♥♦t ✈❡r② ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♦r ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ✉r❜❛♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❙✉❝❤ ✐s t❤❡
❝❛s❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ❧♦✇✲❧②✐♥❣ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ s♥♦✇❢❛❧❧ ✐s ❛♥ ✉♥✉s✉❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳
■♥ t❤❛t ✇❛②✱ ♦♥ t❤❡ ✶✷t❤ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✹✱ t❤❡ ❝♦❛st ❝✐t② ♦❢ ❈❤❡r❜♦✉r❣✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥
♥♦rt❤✇❡st ♦❢ ❋r❛♥❝❡✱ ✇❛s t❤❡ s❝❡♥❡ ♦❢ ❛ s❡✈❡r❡ ✢♦♦❞ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐ts r✐✈❡r✱ ❉✐✈❡tt❡✱
♦✈❡r✢♦✇❡❞✳ ❚❤✐s ♦✈❡r✢♦✇✐♥❣ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐♠♣♦rt❛♥t s♥♦✇ ♠❡❧ts ✐♥ t❤❡ ❤✐❧❧s
✉♣str❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❤❡❛✈② r❛✐♥s✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❝❛s❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ♦♥ ✶✼t❤ ❏✉♥ ✷✵✶✸ ❛t
t❤❡ ❢♦♦t ♦❢ t❤❡ P②r❡♥❡❡s ✐♥ s♦✉t❤✇❡st ♦❢ ❋r❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❤❡❛✈② r❛✐♥s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ s♥♦✇ ♠❡❧ts ❧❡❞ t♦ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✢♦♦❞s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❝❛✉s✐♥❣ t✇♦ ✈✐❝t✐♠s
❛♥❞ ❤✉❣❡ ♣r♦♣❡rt② ❞❛♠❛❣❡s ❛♠♦✉♥t✐♥❣ t♦ ❞♦③❡♥s ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❡✉r♦s✳ ❍②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧
❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛r♥✐♥❣ s②st❡♠s s❤♦✉❧❞ ✐♥t❡❣r❛t❡ s♥♦✇ ♠❡❧t✐♥❣ ❛s ❛ ❦❡② ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢ t❤❡✐r ❢♦r❝✐♥❣ ❞❛t❛ ❛❧♦♥❣s✐❞❡ ❧✐q✉✐❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ t❡st t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇
❞②♥❛♠✐❝✳ ❚❤❡ s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② t❤❡ s♥♦✇ ♠❡❧t ❛♥❞ s♥♦✇
❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙♥♦✇ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♥♦✇ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✭✐♥
mm✮ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❡r♠s ❧✐❦❡ s♥♦✇♣❛❝❦ ♦r s♥♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✭SWE✮
❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s♥♦✇ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
t✇♦ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❡❞ s♥♦✇
❞❛t❛ ❛t ❙❛❣❡❧✈❛ ❜❛s✐♥ ✭◆♦r✇❛②✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
s♥♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✐s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ tr❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❇◆ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❛❜❧❡s ❢r♦♠ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ s♥♦✇
✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐t ✐s t❡st❡❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞
♦♥ t❤❡ s✐t❡ ♦❢ ▼♦✉♥t ❍♦♦❞ ✜❡❧❞ ✭❯❙❆✮ ❬◆❘❈❙ ✶✾✽✶❪✳
✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s
✺✳✷ ❆ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝
✺✳✷✳✶ ❙t✉❞② ❛r❡❛✿ ❙❛❣❡❧✈❛ ❝❛t❝❤♠❡♥t
❙❛❣❡❧✈❛ ❝❛t❝❤♠❡♥t ✭3.14 km2✮ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛rt ♦❢ ◆♦r✇❛② ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✱
♥❡❛r t❤❡ ✇❡st ❝♦❛st ♦❢ t❤❡ ❙❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛♥ P❡♥✐♥s✉❧❛✳ ■t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s❡❛r❝❤
❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛s✐♥s ✐♥ ◆♦r✇❛②✳ ■ts ❧❛t✐t✉❞❡ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ 63 ◦ 18
′
to 63 ◦ 20
′
N ✳ ❚❤❡
❛❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❙❛❣❡❧✈❛ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❛♥❞ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ❛❜♦✉t 250 m ❛❜♦✈❡ s❡❛ ❧❡✈❡❧ ✐♥
t❤❡ ♥♦rt❤ ❡❛st❡r♥ ♣❛rt t♦ ❛❜♦✉t 520 m ✐♥ ✐ts s♦✉t❤❡r♥ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t ❝♦♥t❛✐♥s
t✇♦ ▲❛❦❡s✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✉♣str❡❛♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙✈❛rtt❥ø♥♥❛ ▲❛❦❡✱ ❛♥❞ ✐s ❛t ❛♥ ❡❧❡✈❛t✐♦♥
♦❢ 329 m ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✱ ❍❡sts❥ø❡♥✱ r✐s❡s ❛t 284 m✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r✐✈❡r ❝❛t❝❤♠❡♥t✱
❙❛❣❡❧✈❛✱ ✐s s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② t✇♦ s♠❛❧❧ tr✐❜✉t❛r✐❡s✱ ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ ❛♥❞ ❍❡sts❥ø♥❜❡❦❦❡♥✱
❛♥❞ ❞r❛✐♥s ❞♦✇♥str❡❛♠ t♦ ❏♦♥s✈❛t♥❡t ▲❛❦❡✳
❚❤❡ ❧❛♥❞ ❝♦✈❡r ♦❢ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❝♦♥✐❢❡r♦✉s ❢♦r❡st ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♠❛✐♥❧②
♦❢ s♣r✉❝❡ tr❡❡s✳ ❚❤❡ tr❡❡s ❞❡♥s✐t② ✐s ♠✉❝❤ ❧✐❣❤t❡r ❛r♦✉♥❞ ♠❛r❝❤❡s ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉♣② ❛
❧❛r❣❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❜❛s✐♥ ❛r❡❛ ❬❆❜❞❡❧❧❛ ✷✵✵✺❪✳
❚✇♦ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❛s✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❇♦t❤ st❛t✐♦♥s✱
❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ ❛♥❞ ❍❡❧❧✐❣❞❛❣s❤❛✉❣❡♥✱ ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ❜② ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❣❛✉❣❡s✱ ❛♥❡♠✲
♦♠❡t❡rs ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥str✉♠❡♥ts ❞❡✈✐❝❡s ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡✱ ❤✉♠✐❞✐t② ❛♥❞ s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s♥♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ✐♥ ❜♦t❤ st❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ s♥♦✇ ♣✐❧❧♦✇s ❛♥❞ s♥♦✇ ♠❡❧t ❣❛✉❣❡s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✷✮✳ ❚❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢♦r st♦r❛❣❡✱ ✈✐❛ r❛❞✐♦✱ t♦ ❛ ♥❛t✐♦♥❛❧
❞❛t❛❜❛s❡ s②st❡♠✳
❉❛✐❧② ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ ❛✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s✱
s♥♦✇ ♠❡❧t ❛♥❞ s♥♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭❙❲❊✮ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❇◆s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ✭t❛❜❧❡ ✺✳✶✮✳
❱❛r✐❛❜❧❡ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡
❙♦❧❛r
r❛❞✐❛t✐♦♥s
❙❲❊
❙♥♦✇
♠❡❧t
P❡r✐♦❞ ✶✾✻✾✲✷✵✵✽ ✶✾✻✾✲✷✵✵✽ ✶✾✽✸✲✶✾✾✹ ✶✾✼✵✲✷✵✵✽ ✶✾✼✷✲✶✾✾✹
❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❡r✐♦❞s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞
s♥♦✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②
✳
✺✳✷✳✷ ❉❛t❛ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s
❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ✭t❛❜❧❡ ✺✳✶✮ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣
t❤❡ ❈P❚s ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ❛t ❙❛❣❡❧✈❛
❜❛s✐♥✳ ❖♥❧② t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✽✸ t♦ ✶✾✾✹ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② s✐♥❝❡ s♦❧❛r
r❛❞✐❛t✐♦♥s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤✐s ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡♠❛r❦
❤♦❧❞s ❢♦r s♥♦✇ ♠❡❧t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ✶✾✼✷
t♦ ✶✾✾✹✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ◆♦r✇❡❣✐❛♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡
❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭◆❚◆❯✮ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❙❛❣❡❧✈❛ r❡s❡❛r❝❤ ❝❛t❝❤♠❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐t②✳
✺✳✷✳ ❆ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ✼✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❛❣❡❧✈❛ ❈❛t❝❤♠❡♥t✳
✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✐♦♥ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠
♣❛rt ♦❢ ❙❛❣❡❧✈❛ ❜❛s✐♥✳
✺✳✷✳✷✳✶ Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛✐❧② ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞ ✭s♥♦✇✮
❢♦r♠✱ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✽✸ t♦ ✶✾✾✹✳
❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❙❛❣❡❧✈❛ ❝❛t❝❤♠❡♥t ❤❛s ❛ ✇❡t ❝❧✐♠❛t❡ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ❛❧❧ ②❡❛r✲
r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❜❛s✐♥ ❡①❝❡❡❞s 1200 mm ✭❛♣♣❡♥❞✐① ✼✳✺✮✳
❚❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡❛s♦♥s ♦❢ t❤❡ ②❡❛r ✭ ≈
304mm ✐♥ s✉♠♠❡r✱ ≈ 367mm ✐♥ ❛✉t✉♠♥✱ ≈ 433mm ✐♥ ✇✐♥t❡r ❛♥❞ ≈ 264mm ✐♥
s♣r✐♥❣✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❉❛✐❧② ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ st❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✶✾✽✸ t♦
✶✾✾✹✳
✺✳✷✳✷✳✷ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡
❚❤❡ ❙❛❣❡❧✈❛ ❝❧✐♠❛t❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦❧❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥♥✉❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t
❡①❝❡❡❞ ✺ ◦C✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❙✈❛rt✲
t❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✽✸ ❛♥❞ ✶✾✾✹✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❞r♦♣ ❜❡❧♦✇ 0 ◦C ❢r♦♠ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❧② ◆♦✈❡♠❜❡r t♦ ▼❛r❝❤ ✇✐t❤ ❉❡❝❡♠❜❡r✱ ❏❛♥✉❛r②✱❛♥❞ ❋❡❜r✉❛r② ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❞❡st
✺✳✷✳ ❆ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ✼✾
♠♦♥t❤s ♦❢ t❤❡ ②❡❛r ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ −3.5◦C ✭ s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✼✳✻✮✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✇✐♥t❡r ❛♥❞ s♣r✐♥❣✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ❢❛❧❧ ❛s s♥♦✇ ❛♥❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ t♦
❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❢r❡❡ ♥❛t✉r❛❧ r❡s❡r✈♦✐r ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❙❲❊✳ ❚❤❡ ✇❛r♠❡st s❡❛s♦♥
st❛rts ❢r♦♠ ▼❛② ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✇✐t❤ ❏✉❧② ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✇❛r♠❡st ♠♦♥t❤ ♦❢
t❤❡ ②❡❛r ✭❛✈❡r❛❣❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ≈ 12.5 ◦C✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❉❛✐❧② ❛✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ st❛t✐♦♥ ❢r♦♠
✶✾✽✸ t♦ ✶✾✾✹✳
✺✳✷✳✷✳✸ ❙♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ s❤♦✇s ❞❛✐❧② r❛❞✐❛t✐♦♥s ✭✐♥ W/m2✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ✶✾✽✸ t♦ ✶✾✾✹✳ ❚✇♦ ♣❡r✐♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst
♣❡r✐♦❞✱ ❢r♦♠ ◆♦✈❡♠❜❡r t♦ ▼❛r❝❤✱ r❡❝♦r❞s s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇ 1.5 W/m2✳ ❚❤✐s ♣❡✲
r✐♦❞ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② s❤♦rt ❛♥❞ ❝❧♦✉❞② ❞❛②t✐♠❡s ✇✐t❤ ❢r❡❡③✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❝❤ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ▼❛r❝❤ ✉♥t✐❧ ❆✉t✉♠♥✱ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛❜♦✈❡ 0 ◦C ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐ts r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s ✭❛❜♦✈❡
6 W/m2✮✳ ❚❤✐s ♣❡r✐♦❞ ✐s ❛❧s♦ ❢❡❛t✉r❡❞ ✇✐t❤ ❧♦♥❣ ❞❛②t✐♠❡s ❛♥❞ ❧♦✇ ❝❧♦✉❞ t❤✐❝❦♥❡ss✳
❚❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ ❡♥❛❜❧❡s s♥♦✇ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s♥♦✇ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝✲
♦♥❞ ♣❡r✐♦❞ ❧❡❛❞s t♦ ✐♠♣♦rt❛♥t s♥♦✇ ♠❡❧t✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ▼❛②✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❧✐q✉✐❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❉❛✐❧② ♠❛✐♥ s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s r❡❣✐st❡r❡❞ ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ st❛t✐♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ✶✾✽✸ ❛♥❞ ✶✾✾✹✳
✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s
✺✳✷✳✷✳✹ ❙♥♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭❙❲❊✮
❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❲❊ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛r ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ ❢r♦♠ ✶✾✽✸
✉♥t✐❧ ✶✾✾✹ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✳ ❙♥♦✇ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ st❛rts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ✐♥
◆♦✈❡♠❜❡r ❛♥❞ st♦♣s ❛t ❡♥❞ ♦❢ ❆♣r✐❧ ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✼✳✼✮✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❙❲❊
❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ▼❛r❝❤✴❆♣r✐❧✳ ❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ s♥♦✇ s❡❛s♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ✻
♠♦♥t❤s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛s ✇❡❧❧ ❞r❛st✐❝ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❙❲❊ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ▼❛✐
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡♥❞ ♦❢ s♥♦✇ s❡❛s♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ✐♠♣♦rt❛♥t s♥♦✇ ♠❡❧t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
✇❛r♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s − t❤❡ ♠♦♥t❤❧② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣♦❡s ❢r♦♠ 2 ◦C ✐♥ ❆♣r✐❧ t♦ 7.4 ◦C
✐♥ ▼❛✐ − ✇✐t❤ ✐♠♣♦rt❛♥t s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❉❛✐❧② ❙❲❊ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ s♥♦✇ ♣✐❧❧♦✇s ❛t ❙✈❛rt✲
t❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ st❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✽✸ ❛♥❞ ✶✾✾✹✳
✺✳✷✳✷✳✺ ❙♥♦✇ ♠❡❧t
❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s♥♦✇ ♠❡❧t ❣❛✉❣❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✱ r❛✇ ❞❛✐❧② s♥♦✇ ♠❡❧t✱ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥✱ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ✭❛✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s♥♦✇ ♠❡❧t
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇❛t❡r ❝♦❧❧❡❝t❡❞✱ ✐♥t♦ ❛ r❡s❡r✈♦✐r✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡
st❛t✐♦♥ ❣❛✉❣❡✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛❝t✉❛❧ s♥♦✇ ♠❡❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡
st❛t✐♦♥ ♦r ❛♥ ❡✈❡♥t✉❛❧ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s✳ ❖✉ts✐❞❡ t❤❡ s♥♦✇ s❡❛s♦♥
✭i.e. SWE = 0✮✱ t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧✐q✉✐❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ✭t❤❡ s♥♦✇ ♠❡❧t ❣❛✉❣❡ ❛❝ts
❛s ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❣❛✉❣❡✮✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s♥♦✇ ♠❡❧t
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s♥♦✇ ♠❡❧t✱ Smat ✱ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s♥♦✇ ♠❡❧t✱ Smmt ✱ ✐❢ s♥♦✇ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭SWEt > 0✮✿
Smat = Sm
m
t ■❢ SWEt > 0 ✭✺✳✶✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ s♥♦✇ ♠❡❧t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✭❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✺✳✶✮✳
✺✳✷✳✷✳✻ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛
❖♥❝❡ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✱ t❤❡② ❛r❡ s❛✈❡❞ ✐♥t♦ ❛
✜❧❡ ❝❛s❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❛❢t❡r✇❛r❞s✱ ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥
♥❡t✇♦r❦ ❛✐♠❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥ ❙❛❣❡❧✈❛ ❜❛s✐♥✳ ❆ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝r❡❛t❡❞
✺✳✷✳ ❆ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ✽✶
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ❉❛✐❧② ♠❡❛s✉r❡❞ s♥♦✇ ♠❡❧t ✉s✐♥❣ ❛ s♥♦✇ ♠❡❧t ❣❛✉❣❡ ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥
♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✐♦♥ st❛t✐♦♥ ✭❛✮ r❛✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ s♥♦✇ ♠❡❧t ✭❜✮ ❝♦rr❡❝t❡❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ s♥♦✇ ♠❡❧t ✉s✐♥❣ SWE✳
✜❧❡ ❝❛s❡s ✐s s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ✼✳✽✳ ❊❛❝❤ ❝❛s❡ ✭r❛✇✮ ✐♥ t❤✐s ✜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❞❛✐❧②
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s✱ s♥♦✇ ♠❡❧t ❛♥❞ s♥♦✇
✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭❙❲❊✮✳ ❆♥♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝❛❧❧❡❞ SWE0✱ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ SWE0 ✐s t❤❡ s♥♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛t t✐♠❡ t − 1 ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ SWE✳
✺✳✷✳✸ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ❛t ❙✈❛rt✲
t❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ st❛t✐♦♥
✺✳✷✳✸✳✶ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ s❤♦✇s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇◆ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇ ♠❡❧t ✭Sm✮ ❛♥❞ s♥♦✇ ✇❛t❡r
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭SWE✮ ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ st❛t✐♦♥✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ s✉❜s❡❝✲
t✐♦♥✸✳✶✳✶✳✶✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦rs ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇ ♠❡❧t ✭Sm ♣r♦❝❡ss ❛r❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✭Ta✮ ❛♥❞ s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s ✭Ra✮✳ Sm ❞❡♣❡♥❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s♥♦✇ ✇❛t❡r
❡q✉✐✈❛❧❡♥t SWE0 ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s♥♦✇ ♠❡❧t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s♥♦✇ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞✳ Pr❡❝✐♣✲
✐t❛t✐♦♥s ✭P ✮✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② r❛✐♥❢❛❧❧✱ ♠❛② ❛✛❡❝t ❛s ✇❡❧❧ t❤❡ s♥♦✇ ♠❡❧t ♣r♦❝❡ss✳ ■♥t❡♥s❡
r❛✐♥❢❛❧❧ ❡✈❡♥ts ❛❧t❡r t❤❡ s♥♦✇ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ s♥♦✇ ♠❡❧t✐♥❣✳ ❚❤❡ s♥♦✇
✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭SWE✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♥♦✇ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇❛t❡r st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡
s♥♦✇♣❛❝❦✱ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s♥♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭SWE0✮✱ s♥♦✇ ♠❡❧t✱
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s✿
SWE = SWE0 + Ps (P, Ta)− Sm ✭✺✳✷✮
✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s
✇❤❡r❡ Ps st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❞❛✐❧② s♥♦✇ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts t✉r♥ ♦♥ P ❛♥❞
Ta✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ❇◆ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥
st❛t✐♦♥
✺✳✷✳✸✳✷ ◆♦❞❡s ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❚❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✽ ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛r♥✲
✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ ✉♥✐❢♦r♠ s✉❜✲✐♥t❡r✈❛❧s ✭t❛❜❧❡ ✺✳✷✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛
❝♦❛rs❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❢❡✇❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❧❡❛r♥ ✭CPTs ✇✐t❤ s♠❛❧❧
❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❞❞✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❛❧✐t② t♦ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts ♣❛r❡♥ts✳
❱❛r✐❛❜❧❡
❱❛r✐❛t✐♦♥
✐♥t❡r✈❛❧
◆✉♠❜❡r ♦❢
♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s
Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ✭P ✱ ✐♥ mm✮ [0, 54, 4] ✺
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡✭Ta✱ ✐♥ ◦C✮ [−25, 98, 14, 1] ✺
❙♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s ✭Ra✱ ✐♥ W/m2✮ [0, 33, 6] ✷
❙♥♦✇ ♠❡❧t ✭Sm✱ ✐♥ mm✮ [0, 60, 1] ✻
SWE&SWE0 ✭✐♥ mm✮ [0, 720, 2] ✶✵
❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❙❡tt✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✳
✺✳✷✳✸✳✸ ❇◆ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t
❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥
♥❡t✇♦r❦ ❛✐♠✐♥❣ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ SWE ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ st❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
✺✳✷✳ ❆ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ✽✸
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❛❜❧❡s ✭CPTs✮ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳✻✳ ❚❤❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❞❛t❛s❡t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✳ ❖♥❡ ♣❛rt✱
learning dataset✱ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ❇◆ ❈P❚s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✱ validation
dataset✱ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❚✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ t❡st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦♥ t❤❡ ❇◆ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✺✳✸✮✳
■♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶✱ ❛❧❧ s♥♦✇ s❡❛s♦♥s ❢r♦♠ ✶✾✽✸ t♦ ✶✾✾✸ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡
❇◆ ❈P❚s✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❡❛s♦♥ ✶✾✽✸✴✶✾✽✹ ✇❤♦s❡ ❞❛t❡ ✐s ❦❡♣t ❢♦r ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✷✱ t❤❡ s♥♦✇ s❡❛s♦♥ ✶✾✽✽✴✶✾✽✾ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥
❜♦t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❆❧❧ ♣r✐♦r
P❡r✐♦❞ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t
❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶
❙♥♦✇ s❡❛s♦♥ ✶✾✽✷✴✶✾✽✸
❙♥♦✇ s❡❛s♦♥ ✶✾✽✹✴✶✾✽✺
❆❧❧ s♥♦✇ s❡❛s♦♥s ❢r♦♠ ✶✾✽✺ t♦ ✶✾✾✸
❙♥♦✇ s❡❛s♦♥ ✶✾✽✸✴✶✾✽✹
❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✷
❆❧❧ s♥♦✇ s❡❛s♦♥s ❢r♦♠ ✶✾✽✸ t♦ ✶✾✽✽
❆❧❧ ❙♥♦✇ s❡❛s♦♥s ❢r♦♠ ✶✾✽✾ t♦ ✶✾✾✸
❙♥♦✇ s❡❛s♦♥ ✶✾✽✽✴✶✾✽✾
❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥
st❛t✐♦♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧✳
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ P ✱ Ta✱ Ra✱ ❛♥❞ SWE0✱ ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ counting learning ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ s❤♦✇s ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦
♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✽ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛♥❞ tr❛✐♥❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶✳
✺✳✷✳✸✳✹ ■♥❢❡r❡♥❝❡
❖♥❝❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s tr❛✐♥❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ SWE ❜② ✐♥❢❡r✲
r✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭Ta, Ra, P ✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭SWE0✮
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠ ✻✮✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥
tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ tr❡❡ ♦❢ ♥♦❞❡
❝❧✐q✉❡s ✱ ❛♥❞ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ❛ ♠❡ss❛❣❡✲♣❛ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ t❤✐s tr❡❡✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
✐s ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ✸ st❛❣❡s✿ ▼♦r❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ ❝❧✐q✉❡s ✐♥t♦
❛ ❥✉♥❝t✐♦♥ tr❡❡✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ Sm r❡♠❛✐♥s ✉♥❦♥♦✇♥✳ SWE0 ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐s❡❞ t♦ 0 ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥✲
♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♥♦✇ s❡❛s♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞❛✐❧② t✐♠❡ st❡♣✱ i✱ SWE0 ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ t♦ t❤❡
♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ SWE ❛t i − 1✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ r❡t✉r♥s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢
SWE ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱
❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ SWE ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
SWEpredicted =
N∑
i=1
pi(SWE) · qi(SWE) ✭✺✳✸✮
✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✱ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ ✺✳✷ ❛♥❞
tr❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✸✳
■♥♣✉t✿
{G,Θ}✿ ❧❡❛r♥❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ SWE✳
Dv✿ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t✳
❖✉t♣✉t✿ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ SWE ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣
N = Length (Dv)
SWE0 = 0
❢♦r i← 1 t♦ N ❞♦
❈❛❧❝✉❧❛t❡ Pri(SWE) =
Pr(SWE/SWE = SWE0i, P = Pi, Ta = Tai, Ra = Rai)︸ ︷︷ ︸
requires inference on {G,θ}
Sm r❡♠❛✐♥s ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
Pri+1(SWE0) = Pri(SWE)
i = i+ 1
❡♥❞
r❡t✉r♥ {Pr1(SWE), ..., P rN (SWE)}
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✿ ❊st✐♠❛t✐♥❣ SWE ❜② ✐♥❢❡rr✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ Ta✱ Ra✱ P ❛♥❞
SWE0 t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦✳ Pri(SWE) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ SWE✳
✺✳✷✳ ❆ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ✽✺
✇❤❡r❡ qi(SWE) ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡ ✭✐♥t❡r✈❛❧✮ ❛♥❞ pi(SWE) ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ SWE ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ SWE ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✳
✺✳✷✳✸✳✺ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❇♦t❤ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❧❡❛r♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✷ ✭t❛❜❧❡ ✺✳✸✮ ❛r❡ t❡st❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ s♥♦✇ s❡❛s♦♥s
1983/1984 ❛♥❞ 1988/1989✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✭e.g. ❢r♦♠ ✷✻✴✶✵✴✶✾✽✸ t♦
✶✸✴✵✺✴✶✾✽✹✮✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❞❛✐❧② SWE ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛✐❧② ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❛✐❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞
SWE ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞❛✐❧② ♦❜s❡r✈❡❞ SWE ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❛s❤✲
❙✉t❝❧✐✛❡ ✭◆❙✮ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛ ❬◆❛s❤ ✫ ❙✉t❝❧✐✛❡ ✶✾✼✵❪ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✳ ◆❙
r❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ 1 ✭♣❡r❢❡❝t ✜t✮ ❛♥❞ −∞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ❛♥❞ ✺✳✶✶ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❚❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ ✶✱ s✐♠✉❧❛t❡s ♣r♦♣❡r❧② t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ SWE ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇ s❡❛s♦♥ 1983/1984
✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✮✳ ❚❤❡ ♣✐❝ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ SWE✱ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❆♣r✐❧ ✶✾✽✹✱ ✐s ❛❧s♦
❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ SWE
s❤♦✇❡❞ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ◆❛s❤ ❝r✐t❡r✐❛✭NS > 0.70✮ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✈❛❧✉❡ ❡q✉❛❧s t♦ 0.91✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❧♦✇ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❛r❧②
◆♦✈❡♠❜❡r ✭❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ SWE✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❡t ✐♥ t❛❜❧❡
✺✳✷✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ SWE ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② 80 mm✱ ✇❤✐❝❤
♠❛❦❡s t❤❡ ❇◆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♦❢ s♥♦✇ s❡❛s♦♥s✱ ✈❡r② ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ❚♦ s♦❧✈❡
t❤✐s ✐ss✉❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐♠♣❧② t♦
❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❞❛t❛ t♦ tr❛✐♥ t❤❡ ❈P❚s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r
❧❡❛r♥✐♥❣✳
✭❛✮ Pr❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥
✐♥ t✐♠❡✳ ❆♥ NS = 0.7612 ✐s ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞
SWE✳
✭❜✮ P❧♦t ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ SWE ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ SWE✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥ = 0.9145 ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ SWE ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇ s❡❛s♦♥
✶✾✽✸✴✶✾✽✹✳
✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s
❉❡s♣✐t❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❇◆ ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶✱ t❤❡ ❇◆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ ✷ ❛r❡ ♥♦t r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ SWE ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ SWE ❢♦r ✈❛❧✉❡s ❛❜♦✈❡ 500 mm ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✶✮✳ ❚❤❡ ❇◆ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s
❜❛❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ SWE > 500mm✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
❞❛t❛s❡t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✷ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❡✈❡♥ts ♦❢ s♥♦✇ ❛❝❝✉✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ 500 mm✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ss♦❝✐❛t❡s ✉♥✐❢♦r♠
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤ s✉❝❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❙❲❊ ❈P❚✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✉r✲
✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✱ ❢r♦♠ 24/02/1989 t♦ 21/04/1989 ✭✇❤❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ SWE > 500mm✮✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t❡❞ SWE ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥
✺✳✸✮✳
✭❛✮ Pr❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥
✐♥ t✐♠❡✳ ❆♥ NS = 0.2978 ✐s ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞
SWE✳
✭❜✮ P❧♦t ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ SWE ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ SWE✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥ = 0.7475 ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ SWE ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇ s❡❛s♦♥
✶✾✽✽✴✶✾✽✾✳
▲✐❦❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✲
✇♦r❦s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❞✐✈❡rs❡ ✭e.g. ❝♦♥t❛✐♥s ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t s♥♦✇
s❡❛s♦♥ ❡✈❡♥ts✮✱ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❡♥❞ t♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡
q✉✐t❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝❧✐✲
♠❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ▼❛♥② ✢♦♦❞ ❡✈❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ r❛✐♥❢❛❧❧ ❛♥❞ s♥♦✇ ♠❡❧t ❡✈❡♥ts✱
❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✇✐t❤♦✉t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈✐♥❣ ❛♥② s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✈❡♥ts
✐♥ t❤❡ ♣❛st✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ❧❡❛r♥❡❞ ♦♥❧② ❢r♦♠ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❛st ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
♣❤②s✐❝s ❝❛♥ ♥♦t ♣r❡❞✐❝t ✇❡❧❧ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✐♥t♦ ❇❛②❡s✐❛♥
♥❡t✇♦r❦s t❤❡ ♣❤②s✐❝s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✐s
❡①tr❡♠❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤✐s ✈❡r② ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ✇❛r♠✐♥❣✳
❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ❝❛♥ ❜❡ tr❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s✉❝❤ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ counting learning ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛♥❞ expectation −maximization ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t♦ ❧❡❛r♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❝r❡❛t❡❞
✺✳✸✳ P❤②s✐❝s ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ✽✼
❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ✇❤❡r❡ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥
♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ SWE ✐s ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s♥♦✇♠❡❧t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡✲
s✉❧t✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❛❧
❛❞❞❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣✳
✺✳✸ P❤②s✐❝s ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s♥♦✇
❞②♥❛♠✐❝
✺✳✸✳✶ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡✲✐♥❞❡① s♥♦✇ ♠❡❧t ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡✲■♥❞❡① ❙♥♦✇♠❡❧t ▼♦❞❡❧ ✐s ❛ ✇✐❞❡❧②✲✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ s♥♦✇
♠❡❧t r❛t❡s ❬❍♦❝❦ ✷✵✵✸✱ ❍❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹❪✳ ■t ❛ss✉♠❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♠❡❧t r❛t❡s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s✿ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t✱P ✱ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♣r❡✲
❝✐♣✐t❛t✐♦♥ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s♦✐❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭Ta ✮❀
✐❢ Ta < 0 t❤❡♥ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s♥♦✇ ✭ Ps✮✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s r❛✐♥✳
❙♥♦✇ ❲❛t❡r ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ✭SWE ✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇❛t❡r st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ s♥♦✇
✭✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡♣t❤✮✱ ✐t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♥♦✇ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❧t r❛t❡ ✭Sm ✮✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❞❛✐❧② st❡♣✳ ❋♦r ❡❛❝❤ st❡♣✱
SWEt ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
SWEt = SWEt−1 + Ps − Sm ✇✐t❤ ✭✺✳✹✮
Sm =
{
Min (SWEt−1, Mf · Ta), ✐❢ Ta > 0
0, ❡❧s❡
✭✺✳✺✮
❲❤❡r❡ Mf ✐s t❤❡ ♠❡❧t ❢❛❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♠❡❧t ♣❡r ❞❡❣r❡❡ ♣❡r ❞❛②✳ Mf
❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦t❤❡r t❤❛♥ ❛✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♥❞ ♣❤②s✐♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♣✉r❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
✇✐t❤ Mf ❛s ✐ts ✉♥✐q✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡
❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ▼♦❞❡❧ ✭❉▼✮✳ ❍❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥
❉▼✳ ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡✲✐♥❞❡① s♥♦✇ ♠❡❧t ♠♦❞❡❧
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ tr❛✐♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦✳
✺✳✸✳✷ ❇◆ str✉❝t✉r❡
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇◆ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭❉▼✮ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts ✭P ❛♥❞ Ta ✮✱ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭Mf ✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t❡r✐♦r
❝♦♥❞✐t✐♦♥s SWE0 ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✷✮✳
✺✳✸✳✸ ❇◆ ❈P❚s
❖♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ✐s s❡t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤✐s
st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❈P❚s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ♦❢ t❤❡
✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✕ ❖r✐❡♥t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇◆ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲✐♥❞❡①
s♥♦✇ ♠❡❧t ♠♦❞❡❧✳
♥❡t✇♦r❦✳ ❆❧❧ ❈P❚s ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛s❡t ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲✐♥❞❡①
s♥♦✇ ♠❡❧t ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ■t ✐s ❛
q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲✐♥❞❡① s♥♦✇ ♠❡❧t ♠♦❞❡❧✱ ♥♦t❡❞ ❉▼ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤
st♦❝❤❛st✐❝ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Mf ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ 100 000 ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❝❛s❡s✮ ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ t❡①t ✜❧❡ ✉s❡❞ ❛s
❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❈P❚s✳ Pr✐♦r t♦ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ ✈❛r②✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐♠✐ts ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❇◆ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦ ❧❛t❡r ♦♥ ✭t❛❜❧❡ ✺✳✺✮✳ ❚✇♦ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ❛r❡
t❡st❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❝❛s❡✳ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❇◆ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❡rs✐♦♥✱
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠
✐♥t❡r✈❛❧s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✹✳
◆♦❞❡s P &Ps Ta Sm Mf SWE&SWE0
❱❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧
[0, 135]
mm
[−16, 24]
C◦
[0, 250]
mm
[0, 10]
mm/d/C◦
[0, 2470]
mm
❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❉✷✵ ✷✵ ✷✵ ✺✵ ✷✵ ✷✵
❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❉✶✵✵ ✷✵ ✷✵ ✺✵ ✷✵ ✶✵✵
❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ ❱❛r✐❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ❇◆ ♠♦❞❡❧ ♥♦❞❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷ ❛♥❞ t❤❡✐r t✇♦ ❞✐s✲
❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❡ts✳
❋♦r ❡❛❝❤ ❢♦r♠ ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❉▼ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❈P❚s ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✱ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱
✺✳✸✳ P❤②s✐❝s ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ✽✾
❉✷✵✱ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇◆ ♠♦❞❡❧ ❛❢t❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐ts ❈P❚s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣
◆❡t✐❝❛ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ counting learning
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡s Ps✱ Sm✱ Mf ❛♥❞ SWE0 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❧❛❜❡❧ ❜♦①❡s
❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❞✐s♣❧❛② q✉❛❧✐t② ✳
✺✳✸✳✹ ❙✐t❡ st✉❞②✿ ▼♦✉♥t ❍♦♦❞ ✜❡❧❞ s✐t❡
❚❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ▼♦✉♥t ❍♦♦❞ ✜❡❧❞ s✐t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ r❡❧✲
❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❇◆s✳ ▼♦✉♥t ❍♦♦❞ ✜❡❧❞ s✐t❡ ♥✉♠❜❡r ✻✺✶ ❬◆❘❈❙ ✶✾✽✶❪✱ ✐s
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♥♦rt❤❡r♥ ❖r❡❣♦♥✱ ❯❙❆✱ ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✻✸✼ ♠❡t❡rs ❛❜♦✈❡ s❡❛ ❧❡✈❡❧
✭❧❛t✐t✉❞❡✿ ✹✺✳✸✷✱ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞❡✿ ✲✶✷✶✳✼✷✮✳ ❚❤❡ s✐t❡ ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❜② ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡✲
s♦✉r❝❡s ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❙❡r✈✐❝❡ ✭◆❘❈❙✮ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ s♥♦✇ ✇❛t❡r
❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ s♥♦✇ ❞❡♣t❤✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝❧✐♠❛t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥
❤♦✉r❧②✱ ❞❛✐❧②✱ ♠♦♥t❤❧② ❛♥❞ ②❡❛r❧② ✐♥❝r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞❛✐❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ ❛✐r
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ s♥♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭❙❲❊✮ ❜❡t✇❡❡♥ 01/10/2005 t♦ 30/09/2013
✇❡r❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ t❡st ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡
❉▼ ❛♥❞ ❇◆ ♠♦❞❡❧s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✹✮✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ ❛✐r t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ s♥♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛t ▼♦✉♥t ❍♦♦❞ ✜❡❧❞ s✐t❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✼ ②❡❛rs ♦❢
❞❛t❛ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹✳
❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡s s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✹ ❛r❡ s❡t
❱❛r✐❛❜❧❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ▼❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡
Pr❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ✭P ✮ 0 mm 134, 62 mm
❆✐r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ (Ta) −25, 9 ◦C 24 ◦C
❙♥♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭SWE✮ 0 mm 2431, 72 mm
❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ✕ ▼✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ P ✱Ta ❛♥❞ SWE✳
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ▼♦✉♥t ❍♦♦❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✹ ❛♥❞
t❛❜❧❡ ✺✳✺✮✳ ❚❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦✱ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❉✷✵ ❛♥❞ ❉✶✵✵ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s✱
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❙❲❊ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r❝✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s P ❛♥❞ Ta✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♣r♦♣❡r❧② SWE✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Mf ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐✲
❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛❧❧♦✇s ✜♥❞✐♥❣ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❜② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✉s✐♥❣
❞✐st✐♥❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢Mf ✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r✉♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ Mf ✈❛❧✉❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❧♦s❡t t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✐s ❝❤♦s❡♥
❛s t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲✐♥❞❡① s♥♦✇♠❡❧t ♠♦❞❡❧ ✭❉▼✮ ✐s
❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Mf ✳
✺✳✸✳✺ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲✐♥❞❡① s♥♦✇♠❡❧t ♠♦❞❡❧
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❡❧t ❞❛② ❢❛❝t♦r✱ Mf ✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ②❡❛r ♦❢ ❤✐st♦r✐❝ ❞❛t❛ r❡❧❛t❡❞
t♦ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ ❛✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❙❲❊ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✭❢r♦♠
❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✷ t♦ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ❉▼ ✇❛s r✉♥ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ♦♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✕ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ❉✷✵ ♦❢ t❤❡ ❇◆ ♠♦❞❡❧ ❛❢t❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐ts
♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ counting learning ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ◆❡t✐❝❛ s♦❢t✇❛r❡✳
✺✳✸✳ P❤②s✐❝s ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ✾✶
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✕ ❉❛✐❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ SWE ❛t ▼t ❍♦♦❞ ✜❡❧❞
s✐t❡✳
✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s
♣❡r✐♦❞ ✲i.e. ❢r♦♠ ❢r♦♠ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✷ t♦ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✸✲ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢Mf ✳
❋♦r ❡❛❝❤ r✉♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞✲♦❜s❡r✈❡❞ SWE ✇❛s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❛s❤✲
❙✉t❝❧✐✛❡ ✭NS✮ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛ ❬◆❛s❤ ✫ ❙✉t❝❧✐✛❡ ✶✾✼✵❪✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Mf
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st NS✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ s❤♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❉▼✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ NS✱
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ Mf = 1.4 mm/d/C◦✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✜①❡❞✱ ❛❢t❡r✇❛r❞s✱ ❛s t❤❡
♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Mf ✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✱ s❤♦✇s t❤❛t ❉▼ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❢♦r Mf r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 1
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ ✕ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❉▼✳ ❆♥ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Mf =
1.4 mm/d/C◦ ✐s ❢♦✉♥❞✳
t♦ 1.8mm/d/C◦ ✭NS > 0.70✮✱ ✇✐t❤ ❛ ♣✐❝ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t Mf = 1.4 mm/d/C◦✳
❉❡s♣✐t❡✱ Mf = 1.4 mm/d/C◦ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✭r❡❞ ❝✉r✈❡✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥
s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢❛✐❧s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ s♥♦✇ ♠❡❧t ♣r♦♣❡r❧② ✭ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ t❡♥❞s
t♦✇❛r❞ ③❡r♦ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❜❧✉❡ ♦♥❡✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡Mf = 2 mm/d/C◦ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ❞♦❡s
♥♦t s✐♠✉❧❛t❡ ✇❡❧❧ t❤❡ ❙❲❊ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❞♦❡s ♣r❡❞✐❝t ✇❡❧❧ t❤❡ s♥♦✇ ♠❡❧t ♣❡r✐♦❞
✭✐ts ✜ts ✇❡❧❧ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ✷✺✵ t✐♠❡ st❡♣✮✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦
✉s❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Mf ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ s✐♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢
Mf ❣✐✈❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✱ t❛❦❡♥ ❛♣❛rt✱ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
❛❞❡q✉❛t❡❧② t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ SWE✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ NS✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦
✉s❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Mf ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ Mf = 1.4 mm/d/C◦
✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞✐✈✐♥❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧s t♦ 0.4 mm/d/C◦ ✇❤✐❝❤ ❝♦✈❡rs ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
Mf ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ NS > 0.70 ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✻✮✳
✺✳✸✳✻ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ ❉▼ ❛♥❞ ❇◆ ♠♦❞❡❧s
❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❞❛② ♠❡❧t ♣❛✲
r❛♠❡t❡r✱ Mf ✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦
✺✳✸✳ P❤②s✐❝s ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ✾✸
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ ✕ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Mf ∼ N (1.4, 0.42) mm/d/C◦✳
s❡❡ ❤♦✇ ✐t ❛✛❡❝ts t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✱ SWE✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ▼❈✲
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆s ❛ r❡♠✐♥❞❡r✱ ✐t ❝♦♥s✐sts ✐♥ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇ ❢r♦♠ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Mf ✉♥t✐❧ s✉✣❝✐❡♥t
s❛♠♣❧❡s ♦❢ SWE ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ s♠❛rt
s❛♠♣❧✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s ▲❛t✐♥ ❍②♣❡r❝✉❜❡ ❬❍❡❧t♦♥ ✫ ❉❛✈✐s ✷✵✵✸❪✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡
▼❈✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞r❛✇ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧❧
t❤❡ ♠♦r❡ tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s
❤✐❣❤✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡✱ ▼❈✲♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①✲
♣❡♥s✐✈❡✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ♦✛❡r ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❚❤❡
❛❝t✉❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ Junction Tree ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦
s✉♣♣♦rt ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❇◆s✱ ❛r❡ ❢❛st ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❇◆ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ − i.e. t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❈P❚s
❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ − t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ tr❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡
♥♦❞❡s ✲e.g. t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Mf ✲ ❛t ♦♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t ❞♦✐♥❣ ❛♥② r❛♥❞♦♠
s❛♠♣❧✐♥❣ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ▼❈✲♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❇◆s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥
♥♦❞❡s t❤r♦✉❣❤ ❣r❛♣❤ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♥♦❞❡s✳ ■♥
t❤✐s st✉❞②✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ▼❈✲♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ ❉▼ ❛♥❞ ❇◆ ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡❧❛t❡❞ t♦Mf ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✮
❛♥❞ s❡❡ ❤♦✇ ✐t ❛✛❡❝ts t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ SWE✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✇❛s s❡t t♦ ✶ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✺✱ ✉♥t✐❧
✸✵ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✷✱ ✇✐t❤ ❛ ♦♥❡✲❞❛② t✐♠❡ st❡♣✳
❚❤❡ ❉▼ ♠♦❞❡❧ ✇❛s r✉♥ 20000 t✐♠❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡✱ ❛ s✐♥❣❧❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Mf
✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ SWE r❡s✉❧t ✐s r❡❝♦r❞❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ s♦♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ SWE s✉❝❤ ❛s ♠♦♠❡♥ts ✭♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✱ q✉❛♥t✐❧❡s
✭Q10✱ Q50✱ Q90✮✳
❚❤❡ ❇◆ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢Mf
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❇♦t❤ ✈❡rs✐♦♥s ✇❡r❡ t❡st❡❞✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
D20✱ D100 ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞
✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s
✇✐t❤ t❤❡ ❉▼ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❡♥t❡r✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣
t❤❡ ✐♥♣✉ts P ✫ Ta ❛♥❞ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Mf ✱ N (1.4, 0.42)✱ ❛s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ s❤♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❉▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❇◆ ♠♦❞❡❧
❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛s ❉✷✵ ❛♥❞ ❉✶✵✵✳ ❋✐rst✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❉▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❇◆ ✈❡rs✐♦♥s✱ ❡①✲
❤✐❜✐t s✐♠✐❧❛r t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤✐s ✇❛s t♦t❛❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❇◆ ♠♦❞❡❧
✐s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉▼✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤s ♦❢
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❉▼ ❛♥❞ ❇◆ ✭✈❡rs✐♦♥ ❉✷✵✮ ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r
❞✐✛❡r❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✼ ✭❛✮ ❛♥❞ ✺✳✶✼ ✭❜✮✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❞❡♥♦t❡ ❛ ❜✐❣ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞
❙❲❊ ✭✐♥ ❜❧✉❡ ❝♦❧♦r✮ ✐♥s✐❞❡ t❤✐s ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭Q90−Q10✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❇◆ ✭✈❡rs✐♦♥ ❉✶✵✵✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✼ ✭❝✮✮ ✐s r❡✜♥❡❞✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t❡r✈❛❧
❜❡❝♦♠❡s t✐❣❤t❡r✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ SWE✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠♦r❡
✇❡ r❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇◆ t❤❡ ♠♦r❡ ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s
♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❉▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✿ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ R = 0.97 ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❜❡t✇❡❡♥ ❇◆ ✭✈❡rs✐♦♥ ❉✶✵✵✮ ❛♥❞ ❉▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❉▼ ♠♦❞❡❧✮ ✉s❡❞ t♦ tr❛✐♥ ❈P❚s ♦❢ ❇◆ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ r❡✲
♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s♥♦✇ ♠❡❧t t♦ t❤✐s ❛r❡❛ ♦❢ st✉❞②✳
❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥✲
❞❡① ❢♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ SWE
♣♦✐♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t❡r✈❛❧ Q90 − Q10✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛♥❣❧❡✱ ✐t ❛♣✲
♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ❉▼ ❛♥❞ ❇◆ ♠♦❞❡❧s ✭✇✐t❤ ❉✷✵ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✮ ❣✐✈❡ t❤❡
❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✇✐t❤ 93.74% ❛♥❞ 95.42% r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ q✉✐t❡ ✇✐❞❡✳ ❋♦r ✜♥❡r
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇◆✱ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s ✐♥❞❡① ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❀ 55.06% ❢♦r ❇◆
✭✈❡rs✐♦♥ ❉✶✵✵✮✳
■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❉▼ ♥♦r t❤❡ ❇◆ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐t② ♦❢ SWE ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♥♦✇ ♠❡❧t✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲✐♥❞❡①
s♥♦✇♠❡❧t ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❛❦✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s ✉♥✐q✉❡ ❢❛❝t♦r t♦
❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❢❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ r❛✐♥ ♦r s♥♦✇ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤✳ ❖t❤❡r
♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛② ❛❧s♦ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝❧♦✉❞s✱ t❤❡ ✇✐♥❞
❛♥❞ ✴♦r t❤❡ ❤✉♠✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❛✐r✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥s
✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r❡❛s♦♥s✱ ❤②❞r♦❧♦❣✐sts ❛♥❞ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐sts st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ❢❛❝t♦r✳ ❚✇♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ s♥♦✇✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛✲
t✐♦♥ ✐s ❧✐q✉✐❞✳ ❇❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ t❤r❡s❤♦❧❞s✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♠✐①t✉r❡
♦❢ s♥♦✇ ❛♥❞ r❛✐♥✳ ❚❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉▼ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❧t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0 ◦C ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡ s✐♥❝❡ t❤❡ s♥♦✇ ♠❡❧t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❢❛r t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
♠❛♥② ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s r❛❞✐❛t✐♦♥s✱ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ❣r♦✉♥❞ ❝♦✈❡r ❡t❝✳ ❆ ❜❡tt❡r s♥♦✇
♠❡❧t ✐♥❞❡① ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s t❤❡s❡ ✸ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤r❡s❤♦❧❞s ❛s
❡①tr❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜❡s✐❞❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❞❛② ♠❡❧t ❢❛❝t♦r✱ Mf ✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳
▲❡t ✉s r❡♠❛r❦ t❤♦✉❣❤ t❤❛t t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✇❛s ♥♦t t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❉▼ ♠♦❞❡❧
❜✉t ✇❛s ♠♦r❡ ❛❜♦✉t s❤♦✇✐♥❣ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s❡ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s❡♥✲
s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❇◆ ♠♦❞❡❧ ❛r❡
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❉▼✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❢r❡❡✐♥❣ t❤❡
✺✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✾✼
♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠❛♥② r✉♥s ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡ r❡❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✲
s❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ s✉❝❤ ❛s ✢♦♦❞ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ s②st❡♠s✳
✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡
s♥♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭SWE✮✳ ❚✇♦ st✉❞② ❝❛s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst
st✉❞② ❝❛s❡✱ ✐s t❤❡ ❙❛❣❡❧✈❛ ❜❛s✐♥✱ ✇❤❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♥❞ s♥♦✇ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ tr❛✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡
SWE✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛❞ s❤♦✇❡❞ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❜✉t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✳ ❯♥s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦t ♣r❡❞✐❝t SWE ♣❛tt❡r♥s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st✉❞② ❝❛s❡
✐s t❤❡ ▼♦✉♥t ❍♦♦❞ ✜❡❧❞ s✐t❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲✐♥❞❡① s♥♦✇ ♠❡❧t ♠♦❞❡❧✱ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ SWE✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ SWE
❢♦❧❧♦✇s ❝❧♦s❡❧② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ SWE✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ SWE ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇ ♠❡❧t ♣❡r✐♦❞✳
❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s♥♦✇ ♠❡❧t ♣r♦❝❡ss✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❧❡❛r♥❡❞
❢r♦♠ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❥♦✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s
✇✐t❤✐♥ ❤②❞r♦❧♦❣② ❝♦♠♠✉♥✐t② ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛st ❛♥❞ ❡❛s② t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t✳

❈❤❛♣t❡r ✻
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s & ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❝❛✉s❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ✐s ❜✉✐❧t ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✢♦♦❞
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t✳ ❙✉❝❤ str✉❝t✉r❡✱ ❇◆✲
❜❛s❡❞✱ st❛♥❞s ♦✉t ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣ ✢♦♦❞✲♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❜② ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ t❛❦❡
✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥
t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡✐r ❡✛❡❝t
♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣✉t ✭i.e. ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡✮✳ ❖♥❝❡ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞✱
t❤❡ ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦rs ✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥
♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛t✐♦♥s ✭❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡❛t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s ❛❝t✉❛❧
♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r str❡❛♠s ✭❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✇❛t❡r
❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ str❡❛♠s✮✳ ▲❛t❡r✱ ❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡s❡ s❡♥s♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✢♦♦❞
r✐s❦✳ ❚❤✐s ✢♦♦❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ✢♦♦❞ ✇❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡♠❡r❣❡♥❝②
♣❧❛t❢♦r♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✢♦♦❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣
❜② ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♠♦r❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜✐❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐ss✉❡
t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❈P❚s✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛
❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② − i.e. t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❇◆ ✐s ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✳ ❚✇♦ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢r♦♠ ❞❛t❛ ✇❡r❡ t❡st❡❞✳
❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ st✉❞② ✐s t❤❡ ❙❛❧❛t r✐✈❡r ❜❛s✐♥✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ s♦✉t❤❡r♥ ❋r❛♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❤✐st♦r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❤②❞r♦♠❡tr✐❝ st❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛s✐♥✱
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ ❛ ❞✐s❝❤❛r❣❡ r♦✉t✐♥❣ ❇◆ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❇◆ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t
t❤❡ str❡❛♠ ✢♦✇ ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t ♦❢ ❙❛❧❛t r✐✈❡r ❜❛s✐♥ ✭❘♦q✉❡❢♦rt✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛t s♦♠❡ ✉♣str❡❛♠ ❤②❞r♦♠❡tr✐❝ st❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦
❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✾✮✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❇◆✲♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡
s♦♠❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❞❛t❛ ❛t ❛ ❤②❞r♦♠❡tr✐❝ st❛t✐♦♥ ✉♣str❡❛♠ ❜② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣
❜❛❝❦ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐♥s ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣
❤②❞r♦♠❡tr✐❝ st❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❇◆ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ❙❡❣❡❧✈❛ ❝❛t❝❤♠❡♥t
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛rt ♦❢ ◆♦r✇❛②✳ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s✱ s♥♦✇ ♠❡❧t ❛♥❞ s♥♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭❙❲❊✮✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s
✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s & ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❜❛s✐♥✱ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❇◆ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❇◆
s❤♦✇❡❞ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❙❲❊ ❛t t❤✐s ❜❛s✐♥ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❇◆ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✳ ■t
❛♣♣❡❛r❡❞ ❧♦❣✐❝❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❙❲❊ ♣❛tt❡r♥s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❇◆ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ♦♥❧②
♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝❧✐♠❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡r❡
♠❛♥② r❛✐♥❢❛❧❧ ❛♥❞ s♥♦✇ ❡✈❡♥ts ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✇✐t❤♦✉t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈✐♥❣ ❛♥② s✐♠✐❧❛r
♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❤♦✉❧❞ t❤✉s ✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡
♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❆ s✐♠♣❧❡
♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥t♦ ❇◆ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ r✉♥ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s t❤❡
❡①✐st✐♥❣ ❤②❞r♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ▼❈✲s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳
❖♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ❝r❡❛t❡❞✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❇◆✲♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲
♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❆ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ tr❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲✐♥❞❡① s♥♦✇
♠❡❧t ♠♦❞❡❧✱ ✇❛s t❡st❡❞ ❛t t❤❡ ▼♦✉♥t ❍♦♦❞ ✜❡❧❞ s✐t❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ SWE
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❇◆ ❢♦❧❧♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ SWE ❛t ❍♦♦❞ ✜❡❧❞
s✐t❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❙❲❊ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇ ♠❡❧t ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲
✐♥❞❡① s♥♦✇ ♠❡❧t ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s♥♦✇ ♠❡❧t ♣r♦❝❡ss✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❧❡❛r♥❡❞
❢r♦♠ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ ❜❡✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛st ❛♥❞ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✭●▲❯❊✮ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❝t✐♦♥
✶✳✸✳✸✳✶✮✳
✻✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❇◆ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ❢♦r
✢♦♦❞ r✐s❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦t ②❡t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛s ✐t st❛♥❞s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡
❧❛❝❦ ♦❢ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❈P❚s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✸ ♠❛✐♥ ♣❛rts✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡
s♣❡❝✐✜❡❞✳
• ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ❝♦♥❝❡r♥s ✇❛t❡r s✉♣♣❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr♦❧✲
❧✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ✭r❛✐♥❢❛❧❧ ♦r s♥♦✇✮ ❛♥❞ t❤❡ s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝
✭SWE ❛♥❞ s♥♦✇ ♠❡❧t✮✳ ❲❛t❡r s✉♣♣❧② ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♦❢
♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥s✱ s♥♦✇ ♠❡❧t ❛♥❞ SWE ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♦♠❡ ♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛✐r ❤✉♠✐❞✐t② ❛♥❞ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
❞❛t❛s❡t✳
✻✳✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✵✶
• ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ r✉♥♦✛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r✉♥♦✛ r❛t❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛✐♥❢❛❧❧ ✭r❛✐♥❢❛❧❧
+ s♥♦✇ ♠❡❧t✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r s✉♣♣❧② ❜❧♦❝❦✱ ❛❢t❡r ❞❡❞✉❝t✐♥❣
t❤❡ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❚❤❡ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♦✐❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱
s♦✐❧ ♠♦✐st✉r❡✱ s♦✐❧ ❝♦✈❡r✱ ❧❛♥❞ ✉s❡✱ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❡t❝✳ ❆ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ♣❡rs♣❡❝✲
t✐✈❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❈P❚s✮ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝t♦rs ✭♥♦❞❡s✮
❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢r♦♠ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✳ ❆♥ ❡①✲
❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ♦♣❡♥ ❛❝❝❡ss ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❘❛❤♠❛t✐ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✈❡rs ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢r♦♠ ✺✹
❝♦✉♥tr✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 1976 t♦ t❤❡ ✈❡r② ❡♥❞ ♦❢ 2017 ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥✜❧tr❛✲
t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s♦✐❧ t❡①t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❝❧❛②✱ s✐❧t ❛♥❞
s❛♥❞ ❝♦♥t❡♥t✮✱ s♦✐❧ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✱ ❧❛♥❞ ✉s❡ ✭❛❣r✐❝✉❧t✉r❡ ❧❛♥❞✱ ❜❛r❡ s♦✐❧✱ ❞r②❧❛♥❞✱
♣❛st✉r❡ ❡t❝✳✮✱ r❛✐♥❢❛❧❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❡t❝✳
• ❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ✐s t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢❡rs t❤❡ r✉♥♦✛ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ r✉♥♦✛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜❧♦❝❦✱ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r✐✈❡r
❜❛s✐♥ ✭e.g. t❤❡ ❜❛s✐♥s ♦✉t❧❡t✮✳ ❚❤❡ r♦✉t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r str❡❛♠s ✭s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss✱ str❡❛♠ s❧♦♣❡✱ str❡❛♠ ❧❡♥❣t❤
❡t❝✳✮ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✢♦✇ t②♣❡ ✭s✉r❢❛❝❡ ♦r s✉❜s✉r❢❛❝❡
✢♦✇✮ ❛♥❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❈P❚s✮ ♦❢ t❤✐s ❜❧♦❝❦ ❝❛♥ ❜❡
❧❡❛r♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❞❛t❛ ✐♥ s♦♠❡ ❤②❞r♦♠❡tr✐❝ st❛t✐♦♥s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r✐✈❡r ❜❛s✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❣✐✈❡s s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢❛❝t♦rs ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡
r♦✉t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥❧② t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡s r❡❝♦r❞s ✉♣str❡❛♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ t❤❡
❜❛s✐♥ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ✇❛t❡r
✭❞✐s❝❤❛r❣❡✮ ✢♦✇s ❢r♦♠ ✉♣str❡❛♠ t♦ ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤✐♥❦
❛❜♦✉t ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② s❤♦✉❧❞ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❆ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✭i.e ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝❤❛r❣❡ r❡❝♦r❞s ✐♥ t❤❡ r✐✈❡rs✮ ❛♥❞
❞❛t❛ ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤✐s
♥❡✇ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳
❖♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t
❞❛t❛ s♦✉r❝❡s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ t❡st✱ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛t t❤❡
s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ r✐✈❡r ❜❛s✐♥ ❛♥❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ r✐✈❡r ❞✐s❝❤❛r❣❡
❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❝❤♠❡♥t✳ ❖♥❝❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❛♥♦t❤❡r ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣r♦♣❡r❧② t❤❡
✢♦♦❞ r✐s❦✳ ❚❤❡ ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐t② ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✸ ♠❛✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s
r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❯◆❊❙❈❖ ✐♥st✐t✉t❡ ♦❢ ✇❛t❡r ❡❞✉❝❛t✐♦♥✿
• ❊①♣♦s✉r❡✿ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❧♦❝❛t✐♦♥ ✭♣❡♦♣❧❡✱ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ ❧❛♥❞ ✉s❡ ❡t❝✳✮✳ ❚❤✐s ❡❧❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛s ✇❡❧❧
❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✢♦♦❞s✳ ❚❤❡ ✢♦♦❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✢♦♦❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s & ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
• ❙✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✿ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ ❡①♣♦s❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡✱ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❡t❝✳ ■t ❝❛♥ ❛s ✇❡❧❧
✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❛✇❛r❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
✢♦♦❞ r✐s❦ t❤❡② ❧✐✈❡ ✇✐t❤✳
• ❘❡s✐❧✐❡♥❝❡✿ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ③♦♥❡ t♦ ❡♥❞✉r❡
❛ ✢♦♦❞ ❡✈❡♥t ❜② ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✭s♦❝✐❛❧✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧✱ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❡t❝✳✮ ❞✉r✐♥❣ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✢♦♦❞ ❡✈❡♥t✳
❆ ❜✐❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥✲
t❛❧ s②st❡♠s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇◆ str✉❝t✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s ❜❡✲
❢♦r❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ❇◆ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠✐①t✉r❡
♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛❧✉❡s ✭e.g ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✮ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s ✭e.g s♦✐❧
t②♣❡✿ s❛♥❞✱ s✐❧t② ♦r ❝❧❛②✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❇◆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ❛✛❡❝ts ❛s
✇❡❧❧ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❇◆ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡❛✲
s♦♥s ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
✐s ♣✉r❡❧② t❡❝❤♥✐❝❛❧✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✲
✐s❛t✐♦♥ ✭✐♥❢❡r❡♥❝❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✳ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐s❛t✐♦♥
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r ♦♥❧② ❢❡✇ t②♣❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s✱ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ tr✉♥❝❛t❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✭▼❚❊s✮✱ ▼✐①t✉r❡s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✭▼❖P✮
❬❙❤❡♥♦② ✷✵✶✷❪✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❞ ❜② ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✓ ●❛✉ss✐❛♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s
✔❬❙❤❛❝❤t❡r ✫ ❑❡♥❧❡② ✶✾✽✾❪ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ tr✉♥❝❛t❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ✉s❡❞✱
t❤❡ t❡r♠ ✓ ❇◆ ✇✐t❤ ▼❚❊ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✔ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❬❈♦❜❜ ✫ ❙❤❡♥♦② ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❝♦♥tr❛st✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ❇◆ ✐♥ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ s②st❡♠s✱ s✉❝❤
❛s ✢♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦❞❡s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡ ✓♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ✔✱ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✺✳✽ ♦❢ t❤❡
❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s♥♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ❛t ❙❛❣❡❧✈❛ r✐✈❡r ❜❛s✐♥✱ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❛♥❞ ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ♠✉❧t✐✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡st ✇❛②
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s ♠✉❧t✐✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦ ✜t ✐t t♦ s♦♠❡
♦❜s❡r✈❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛t t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✮✳
❚❤❡ ♠✉❧t✐ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ ✭P ✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s✿
P (time) ≈
n∑
i=1
ai · Ni(µi, σ2i ) ✭✻✳✶✮
✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲●❛✉ss✐❛♥ t❡r♠s✱ µi ❛♥❞ σi ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐th ●❛✉ss✐❛♥ t❡r♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ s❤♦✇s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤ 6 t❡r♠s✳
❚❤❡ ✜tt✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ●❛✉ss✐❛♥ t❡r♠ ❛r❡ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❛t
♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇❡❧❧ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲●❛✉ss✐❛♥
✻✳✷✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✵✸
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❖❜s❡r✈❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ❛t ❙✈❛rtt❥ø♥♥❜❡❦❦❡♥ st❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❖❝t♦❜❡r ✶✾✽✸
t♦ ▼❛② ✶✾✽✹✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ ❋✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ✉s✐♥❣ ❛ 6 t❡r♠s
♠✉❧t✐✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
P❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ ai µi σi
N1 ✵ ✲✷✶✳✻ ✸✳✺✽
N2 ✶✶✾✳✺ ✲✸✳✼✶ ✶✳✸✸
N3 ✸✳✻✽ ✵✳✺✸ ✵✳✶✷
N4 ✾✳✼✽ ✲✵✳✺✼ ✵✳✵✼✺
N5 ✶✾✳✾✾ ✵✳✺✼ ✵✳✵✷✶
N6 ✶✸✳✾✷ ✲✵✳✾✽ ✵✳✵✸✸
❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✕ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ✇✐t❤ ❛ ✻ t❡r♠s ♠✉❧t✐✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s & ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢❡✇ t❡r♠s ✭e.g ✻ t❡r♠s✮✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞
❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❇◆ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ♠❛♥② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦❞❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ ✐s t❤❡ ♥♦♥✲♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢
t❤❡✐r t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛
②❡❛r ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♦♥❡ ②❡❛r t♦ ❛♥♦t❤❡r ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ✇❛r♠✐♥❣✳
❨❡t✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ✭e.g. ✜❣✉r❡ ✻✳✶✮✳ ❆ ✇❛② t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡
✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ♦❢t❡♥
r❛♥❞♦♠✱ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡❛s✐❧② ✉♣❞❛t❡❞ ✇❤❡♥ ♥❡✇ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛
❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❈❤❛♣t❡r ✼
❆♣♣❡♥❞✐❝❡s
✼✳✶ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✭❑▲✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❚❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣②✱ ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✇ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P ✮ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ✭Q✮✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
KL (P,Q) = log
(
dP
dQ
)
dP ✭✼✳✶✮
■❢ P ❛♥❞ Q ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡✱ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
KL (P,Q) =
∑
i
P (i)
(
P (i)
Q(i)
)
✭✼✳✷✮
❚❤❡ ❑▲✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ s❛t✐s✜❡s KL (P,Q) ≥ 0✱ ❛♥❞ KL (P,Q) = 0 ⇐⇒ P = Q✳
✼✳✷ ❇◆ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✲
❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❛❧❛t r✐✈❡r ❜❛s✐♥
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❞❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❇◆ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛t ✏❘♦q✉❡✲
❢♦rt✑st❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ◆❡t✐❝❛ ❏❛✈❛✲❆P■✳ ❚❤✐s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ◆❡t✐❝❛ ❆P■s ♦✛❡rs ❛ ❝❧❡❛♥ ❛♥❞
❛♥ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ✇❛② t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❇◆✳
✴✴ ✐♠♣♦rt ◆❡t✐❝❛✲❏ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❇◆ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
✐♠♣♦rt ♥♦rs②s✳♥❡t✐❝❛✳❈❛s❡s❡t❀
✐♠♣♦rt ♥♦rs②s✳♥❡t✐❝❛✳❊♥✈✐r♦♥❀
✐♠♣♦rt ♥♦rs②s✳♥❡t✐❝❛✳▲❡❛r♥❡r❀
✐♠♣♦rt ♥♦rs②s✳♥❡t✐❝❛✳◆❡t❀
✐♠♣♦rt ♥♦rs②s✳♥❡t✐❝❛✳◆❡t✐❝❛❊①❝❡♣t✐♦♥❀
✐♠♣♦rt ♥♦rs②s✳♥❡t✐❝❛✳◆♦❞❡❀
✐♠♣♦rt ♥♦rs②s✳♥❡t✐❝❛✳◆♦❞❡▲✐st❀
✐♠♣♦rt ♥♦rs②s✳♥❡t✐❝❛✳❙tr❡❛♠❡r❀
♣✉❜❧✐❝ ❝❧❛ss ▼♦❞❡❧❴❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ④
♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ✈♦✐❞ ♠❛✐♥✭❙tr✐♥❣❬❪ ❛r❣s✮t❤r♦✇s
✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s
◆❡t✐❝❛❊①❝❡♣t✐♦♥ ④
✴✴❈r❡❛t❡ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✦
❊♥✈✐r♦♥ ❡♥✈ ❂♥❡✇ ❊♥✈✐r♦♥✭✧ ❁P✉t ②♦✉r ✉s❡ ❧✐❝❡♥❝❡ ❢♦r ◆❡t✐❝❛ ❤❡r❡✦❃
✧✮❀
✴✴❈r❡❛t❡ ❛♥ ❡♠♣t② ♠♦❞❡❧
◆❡t ❇◆ ❂♥❡✇ ◆❡t✭❡♥✈✮❀
✴✴❈r❡❛t❡ ♥♦❞❡s ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s✮
◆♦❞❡ ❈❛st❡❧❜❧❛q✉❡❂♥❡✇ ◆♦❞❡✭✧❈❛st❡❧❜❧❛q✉❡✧✱✵✱ ❇◆✮❀
◆♦❞❡ ❙❛✐♥t❴▲✐③✐❡r❂♥❡✇ ◆♦❞❡✭✧❙❛✐♥t❴▲✐③✐❡r✧✱✵✱ ❇◆✮❀
◆♦❞❡ ❈❛③❛✈❡t❂♥❡✇ ◆♦❞❡✭✧❈❛③❛✈❡t✧✱✵✱ ❇◆✮❀
◆♦❞❡ ❘♦q✉❡❢♦rt❂♥❡✇ ◆♦❞❡✭✧❘♦q✉❡❢♦rt✧✱✵✱ ❇◆✮❀
✴✴✴❋✐❧❡s P❛t❤s
❙tr✐♥❣
P❛t❤❇◆❂✧❉✿✴❚❤❡s❡✴❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✴♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✴❱✐❣✐❝r✉❡❴♠♦❞❡❧✴❇❛②❡s❛✐♥❴◆❡t✇♦r❦✴✧❀
✴✴❙❡t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✭s❡t ❝❛✉s❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✴✴P❛r❡♥ts ♦❢ ✧❘♦q✉❡❢♦rt✧ ♥♦❞❡
❘♦q✉❡❢♦rt✳❛❞❞▲✐♥❦✭❈❛st❡❧❜❧❛q✉❡✮❀
❘♦q✉❡❢♦rt✳❛❞❞▲✐♥❦✭❙❛✐♥t❴▲✐③✐❡r✮❀
❘♦q✉❡❢♦rt✳❛❞❞▲✐♥❦✭❈❛③❛✈❡t✮❀
✴✴❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s
❉✐s❝rt❋✉♥❝t✐♦♥ ❉✐st ❂♥❡✇ ❉✐s❝rt❋✉♥❝t✐♦♥✭✮❀ ✴✴ ❉✐s❝rt❋✉♥❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s
t♦ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞✦
❈❛st❡❧❜❧❛q✉❡✳s❡t▲❡✈❡❧s✭❉✐st✳❈♦♥❝❛t❆rr❛②✭❉✐st✳❱❛❧✉❡s✭✵✳✵✱ ✷✳✵✱ ✹✮✱
❉✐st✳❱❛❧✉❡s✭✸✳✵✱ ✷✵✳✵✱ ✹✮✱❉✐st✳❱❛❧✉❡s✭✸✵✳✵✱ ✶✵✵✳✵✱ ✷✮✮✮❀
❙❛✐♥t❴▲✐③✐❡r✳s❡t▲❡✈❡❧s✭❉✐st✳❈♦♥❝❛t❆rr❛②✭❉✐st✳❱❛❧✉❡s✭✵✳✵✱ ✺✵✳✵✱ ✺✮✱
❉✐st✳❱❛❧✉❡s✭✺✵✳✵✶✱ ✷✵✵✳✵✱ ✸✮✱❉✐st✳❱❛❧✉❡s✭✷✵✵✳✵✶✱ ✺✵✵✳✵✱ ✸✮✮✮❀
❈❛③❛✈❡t✳s❡t▲❡✈❡❧s✭❉✐st✳❈♦♥❝❛t❆rr❛②✭❉✐st✳❱❛❧✉❡s✭✵✳✵✱ ✶✳✵✱ ✹✮✱
❉✐st✳❱❛❧✉❡s✭✶✳✺✱ ✶✵✳✵✱ ✹✮✱❉✐st✳❱❛❧✉❡s✭✶✺✳✵✱ ✻✵✳✵✱ ✷✮✮✮❀
❘♦q✉❡❢♦rt✳s❡t▲❡✈❡❧s✭❉✐st✳❈♦♥❝❛t❆rr❛②✭❉✐st✳❱❛❧✉❡s✭✵✳✵✱ ✽✵✳✵✱ ✺✮✱
❉✐st✳❱❛❧✉❡s✭✶✵✵✳✵✱ ✷✵✵✳✵✱ ✹✮✱❉✐st✳❱❛❧✉❡s✭✷✺✵✳✵✱ ✶✵✵✵✳✵✱ ✷✮✮✮❀
✴✴▲❡❛r♥✐♥❣ ❈P❚s ❢r♦♠ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧♦❣♦r✐t❤♠
❞♦✉❜❧❡ ❞❂✶❀
◆♦❞❡▲✐st ♥♦❞❡s ❂❇◆✳❣❡t◆♦❞❡s✭✮❀
❙tr❡❛♠❡r ❝❛s❡❋✐❧❡ ❂ ♥❡✇ ❙tr❡❛♠❡r ✭P❛t❤❇◆✰ ✧▲❡r❉❛t❛P❡r✐♦❞❡✷✳t①t✧✮❀
❈❛s❡s❡t ❝❛s❡s❂♥❡✇ ❈❛s❡s❡t✭✮❀
❝❛s❡s✳❛❞❞❈❛s❡s✭❝❛s❡❋✐❧❡✱ ✶✳✵✱ ♥✉❧❧✮❀
▲❡❛r♥❡r ❧❡❛r♥❡r❂♥❡✇ ▲❡❛r♥❡r✭▲❡❛r♥❡r✳❈❖❯◆❚■◆●❴▲❊❆❘◆■◆● ✮❀
❧❡❛r♥❡r✳s❡t▼❛①❚♦❧❡r❛♥❝❡✭✶❡✲✹✮❀
❧❡❛r♥❡r✳❧❡❛r♥❈P❚s✭♥♦❞❡s✱ ❝❛s❡s✱ ❞✮❀
❧❡❛r♥❡r✳❢✐♥❛❧✐③❡✭✮❀
❝❛s❡s✳❢✐♥❛❧✐③❡✭✮❀
✴✴❈♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✼✳✸✳ ❈♦❞❡ ❢♦r t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ ❝r❡❛t❡❞ ❇◆ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ❛t
❘♦q✉❡❢♦rt st❛t✐♦♥ ✶✵✼
❇◆✳❝♦♠♣✐❧❡✭✮❀
✴✴❙❛✈❡ t❤❡ ❝r❛t❡❞ ❇◆ ✐♥t♦ ❛ ❢✐❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ✐t ❢♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❧❛t❡r
❙tr❡❛♠❡r ♠♦❞❡❧str❡❛♠❂♥❡✇ ❙tr❡❛♠❡r✭P❛t❤❇◆✰ ✧❇◆❴❙❆▲❆❚✹❙t❛t✐♦♥s✳❞♥❡✧✮❀
❇◆✳✇r✐t❡✭♠♦❞❡❧str❡❛♠✮❀
❙②st❡♠✳♦✉t✳♣r✐♥t❧♥✭✧ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥❣ ❘♦q✉❡❢♦rt ❢❧♦✇ ❤❛s ❜❡❡♥
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ s❛✈❡❞✦ ✧ ✮❀
⑥
⑥
✼✳✸ ❈♦❞❡ ❢♦r t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ ❝r❡❛t❡❞ ❇◆ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
t❤❡ ✢♦✇ ❛t ❘♦q✉❡❢♦rt st❛t✐♦♥
❆❢t❡r ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡❛r♥❡❞ ❇◆✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
♦❢ ❛ t❛r❣❡t ♥♦❞❡✱ ❤❡r❡ ❘♦q✉❡❢♦rt✱ ✉s✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳
✴✴ ✐♠♣♦rt ◆❡t✐❝❛✲❏ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❇◆ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
✐♠♣♦rt ❥❛✈❛✳✐♦✳❋✐❧❡❲r✐t❡r❀
✐♠♣♦rt ❥❛✈❛✳✐♦✳■❖❊①❝❡♣t✐♦♥❀
✐♠♣♦rt ❥❛✈❛✳✐♦✳Pr✐♥t❲r✐t❡r❀
✐♠♣♦rt ♥♦rs②s✳♥❡t✐❝❛✳✯❀
♣✉❜❧✐❝ ❝❧❛ss ❙❡♥s✐t✐✈✐t②❆♥❛❧②s✐s ④
❅❙✉♣♣r❡ss❲❛r♥✐♥❣s✭✧✉♥❝❤❡❝❦❡❞✧✮
♣✉❜❧✐❝ st❛t✐❝ ✈♦✐❞ ♠❛✐♥✭❙tr✐♥❣❬❪ ❛r❣s✮t❤r♦✇s ◆❡t✐❝❛❊①❝❡♣t✐♦♥✱
■❖❊①❝❡♣t✐♦♥ ④
✴✴✴❈r❡❛t❡ ◆❡✇ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
❊♥✈✐r♦♥ ❡♥✈ ❂♥❡✇ ❊♥✈✐r♦♥✭✧✰❙✐t❡✴❊◆■❚❴♣r♦❥❡❝t✴✶✷✵✱✸✶✵✲✻✲❆✴✸✹✽✺✧✮❀
✴✴✴❇◆ ▼♦❞❡❧s P❆❚❍
❙tr✐♥❣
P❛t❤❇◆❂✧❉✿✴❚❤❡s❡✴❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✴♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✴❱✐❣✐❝r✉❡❴♠♦❞❡❧✴❇❛②❡s❛✐♥❴◆❡t✇♦r❦✴✧❀
✴✴✴❘❡❛❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❛ ❢✐❧❡
◆❡t ❇◆❂♥❡✇ ◆❡t✭♥❡✇ ❙tr❡❛♠❡r ✭P❛t❤❇◆✰✧❇◆❴❙❆▲❆❚✹❙t❛t✐♦♥s✳❞♥❡✧✮✮❀
✴✴❣❡t s♦♠❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ❇◆
◆♦❞❡ ❈❛st❡❧❜❧❛q✉❡❂❇◆✳❣❡t◆♦❞❡✭✧❈❛st❡❧❜❧❛q✉❡✧✮❀
◆♦❞❡ ❙❛✐♥t❴▲✐③✐❡r❂❇◆✳❣❡t◆♦❞❡✭✧❙❛✐♥t❴▲✐③✐❡r✧✮❀
◆♦❞❡ ❈❛③❛✈❡t❂❇◆✳❣❡t◆♦❞❡✭✧❈❛③❛✈❡t✧✮❀
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